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Die im Anfange unseres Jahrhunderts von Gauss in der: ,^Tlieoria motos 
eorpomm eoelestinm^^ für die Rechnungen der theorischen Astronomie gegebenen 
Vorschriften gelten noch jetzt, mehr als fun&ig Jahre nach dem Erscheinen der- 
selben, als Norm. 

Dies Werky von dem es feststeht, dass es Gauss ursprünglich in deutscher 
Sprache geschrieben hat, ist seit längerer Zeit im Buchhandel vergriffen, imd selbst beim 
Antiquar kostbar und selten. 

Erst nach länger als 20 Jahren ist eine neue Ausgabe desselben als letzter Theil 
der Gau SS 'sehen Gesammtwerke zu erwarten, deren Herausgabe von der Königlichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Götting^n veranstaltet ist. Aber auch dann wird 
dasselbe wiederum in lateinischer Sprache erscheinen. 

Das Studium des Lateinischen wird jetzt vielleicht weniger allgemein so gründlich 
betrieben, wie ehedem. Dagegen hat entschieden die Zahl derer, die mit den exacten 
Wissenschaften sich beschäftigen, gegen früher in erfreulicher Weise sich gemehrt und 
auch die deutsche Sprache wird gegenwärtig im Auslande allgemeiner und eifriger erlernt. 

Aber nicht nur für den Astronomen und Physiker hat die Gauss'sche Arbeit 
ein Interesse, sondern schon wegen der darin vorkommenden Theorie der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung ist ihr eine weit grössere Attractionssphäre gesichert. 

Eine deutsche Uebersetzung des klassischen Werkes wird daher unter diesen 
Verhältnissen mindestens ebenso gerechtfertigt erscheinen, als die vor einigen Jahren in 
Nordamerika herausgekommene englische Uebertragung, sowie die Uebersetzungen in die 
russische und französische Sprache. 

Es sind in der gegenwärtigen deutschen Uebersetzung die Gauss 'sehen Be- 
zeichnungen und Symbole in aller Strenge beibehalten, und es ist stets so viel als 
möglich Alles wörtlich übertragen. Daneben ist auf Erzielung von Correctheit in Zahlen 
und Formeln die grösste Sorgfalt verwendet. Das dem Originale beigefügte Druckfehler- 
verzeichnisss enthält nur sehr wenige desfallsige Angaben. Aber auch Dasjenige, was 
später hierüber in „v. Zach*s Monatlicher Correspondenz", sowie in „Gould's Astrono- 
mical Journal" und in anderen Schriften veröffentlicht ist, kann weder Anspruch auf 
Vollständigkeit machen, noch ist es selbst in allen Punkten correct. 



VI 

Ein Verzeichniss derjenigen Druckfehler des lateinischen Originals, welche in 
letzterem nicht bereits angegeben sind und welche bei der gegenwärtigen Uebersetzung 
Beinicksichtigung gefunden haben, ist aus dem doppelten Grunde beigefügt, weil zunächst 
die Uebersetzung eines so klassischen Werkes unseres Erachtens die Verpflichtung hat, 
anzuführen, wo sie vom Originale abweicht und weil man ferner glaubte, den Besitzern 
jener Ausgabe dadurch hin und wieder einen Dienst zu erweisen. 

Um das Auffinden der zahlreichen (nicht nach Artikeln, sondern nach der Seiten- 
zahl gegebenen) Citate aus der ^Theoria motus" zu erleichtern, die in anderen astronomi- 
schen und mathematischen Werken sich befinden, sind die Seitenzahlen des Originals 
am Rande der Uebersetzung hinzugefiigt. 

In einem Anhange sind zunächst diejenigen Abhandlungen von Gauss zu- 
sammengestellt, auf die er in dem Hauptwerke als bereits früher von ihm veröffentlichte 
hinweist; sodann seine Umgestaltung der Olbers 'sehen Formeln zur Berechnung der 
parabolischen Bahn mit den übrigen hierauf sich beziehenden Rechnungsvorschriften und 
eine dem Gauss 'sehen Nachlasse entnommene, von Klinker fu es mitgetheilte, Reihen- 
entwickelung für das Verhältniss des parabolischen Sectors zum Dreieck. 

Die ausserdem noch hinzugefiigtcn Tafeln bezwecken im Wesentlichen nur, die 
Annehmbarkeit für den practischen Rechner zu erhöhen. 

Es sind hauptsächlich folgende: 

1) Die von Gauss empfohlene, an Stelle der Bark er 'sehen Tafel zu be- 
nutzende Burkhardt'sche Tafel in der Umgestaltung, wie solche in dem ersten Bande 
der Annalen der Kaiserlichen Sternwarte zu Paris gegeben ist. 

2) Die Mart haschen Tafeln, nebst Abhandlung zur Bestimmung der Orts- 
coordinaten in einer Ellipse von starker Excentricität 

3) Die Klink er fues'sche Tafel für die Auflösung der Lambert'schen 
Gleichung und das Verhältniss des Dreiecks zum parabolischen Sector, nebst der dazu 
gehörenden Abhandlung. 

4) Die Encke'sche Tafel zur Auflösung der Gleichung IV im Artikel 141 der 
Theoria motus corporum coelestium. 

Die Originale der beiden Briefe von Gauss an Schumacher, wovon Auszüge 
zur Anfertigung der Facsimiles der Gauss 'sehen Handschrift gewählt sind, wurden zu 
diesem Zwecke durch die Güte des Herrn Professors C. A. F. Peters in Altena zur 
Verfügung gestellt. 

Hannover, im April 1865. 

D. Ü. 
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Vorrede. 



N. 



lacli Entdeckung der planetarisclien Bewegnngsgesetze fehlten dem 
Geiste Kepler's die Mittel nicht, um die Elemente der einzelnen Planeten 
aus den Beobachtungen abzuleiten. Tycho Brahe, von dem die praktische 
Astronomie zu einer bis dahin ungekannten Höhe erhoben war, hatte alle 
Planeten eine lange Reihe von Jahren hindurch mit grösster Sorgfalt imd 
einer solchen Ausdauer beobachtet, dass für Kepler, als eines solchen Schatzes 
würdigsten Erben, nur die Sorge der Auswahl dessen verblieb, was zur 
Schaffung einer Vorlage behuf Erreichung jeden Zieles geeignet war. Diese 
Arbeit wurde gar sehr dadurch erleichtert, dass die mittleren Bewegungen der 
Planeten schon lange mit grösster Schärfe durch die ältesten lieobachtungen 
bestimmt waren. 

Die Astronomen, welche später als Kepler es unternahmen, die Planeten- 
bahnen auf Grund neuerer und vollkommnerer Beobachtungen noch genauer 
auszumessen, wurden dabei durch die nämlichen, oder durch noch bessere 
Hülfsmittel unterstützt. Denn es handelte sich nicht mehr darum, noch 
gänzlich unbekannte Elemente zu ermitteln, sondern es brauchten nur die 
bekannten um Kleinigkeiten verbessert und in engere Grenzen eingeschlossen 
zu werden. 

Das von dem grossen Newton entdeckte Princip der allgemeinen 
Schwere eröffnete ein ganz neues Feld und lehrte, dass denselben Gesetzen, 
welche nach Keplers Erfahrung die fünf Planeten regierten, nur mit einer 
kleinen Aenderung alle Himmelskörper noth wendig gehorchen müssen, wenig- (iv) 
stens die, deren Bewegungen nur von der Kraft der Sonne gelenkt werden. Es 
hatte nämlich, auf das Zeugniss der Beobachtungen sich verlassend, Kepler 
ausgesprochen, dass die Bahn eines jeden Planeten eine Ellipse sei, in der die 
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Flächenräume um die, den einen Brennpunkt der Ellipse einnehmende Sonne 
gleichförmig und zwar so beschrieben werden, dass die Quadrate der Umlaufs- 
zeiten in verschiedenen Ellipsen sich verhalten wie die Cubikzahlen der grossen 
Halbaxen. Dagegen zeigte Newton, durch Aufstellung des Princips der allge- 
meinen Schwere, a priori^ dass alle, von der anziehenden Kraft der Sonne 
regierten Körper in Kegelschnitten sich bewegen müssen, von denen uns die 
Planeten zwar nur eine Art, nämlich die Ellipsen zeigen, während die 
übrigen Arten, Parabeln und Hyperbeln, für gleich möglich gehalten werden 
müssen, falls nur Körper da sind, die der Kraft der Sonne mit der erforder- 
lichen Geschwindigkeit entgegentreten; dass die Sonne stets den einen Brenn- 
punkt des Kegelschnitts einnunmt; dass die Flächen, welche derselbe Körper 
in verschiedenen Zeiten um die Sonne beschreibt, diesen Zeiten proportional 
sind, und dass endlich die von verschiedenen Körpern in gleichen Zeiten um 
die Sonne beschriebenen Flächen sich wie die Quadratwurzeln der Halb- 
parameter der Bahnen verhalten. Dies letztere Gesetz, welches bei der 
elliptischen Bewegung identisch mit dem letzten Kepler'schen Gesetze ist, 
erstreckt sich auch auf die parabolische imd hyperbolische Bewegung, auf welche 
das Kepler 'sehe in Ermangelung der Umlaufszeiten sich nicht anwenden lässt. 
Jetzt war der Faden gefunden, unter dessen Leitung es möglich wurde, in 
das vorher unzugängliche Labyrinth der Cometenbewegungen einzudringen. 
Dies gelang so glücklich, dass zur Erklärung aller genau beobachteten 
Cometenbewegungen die einzige Hypothese, dass ihre Balmen parabolisch 
seien, genügt. So hatte das System der allgemeinen Schwere der Analysis 
neue und glänzende Triumphe bereitet, und die Cometen, die bis dahin unge- 
bändigt waren, oder die, wenn sie besiegt schienen, bald aufständisch und 
(V) rebellisch wurden, Hessen sich den Zügel anlegen, wurden Freunde aus 
Feinden und verfolgten ihren Weg in den von der Rechimng vorgezeichneten 
Bahnen, denselben ewigen Gesetzen wie die Planeten gläubig gehorchend. 

Nun entstanden bei der Bestimmung der parabolischen Cometenbalmen 
aus den Beobachtungen weit grössere Schwierigkeiten, als bei Berechnung der 
elliptischen Planetenbahnen, hauptsächlich deshalb, weil die Cometen vermöge 
des kürzeren Zeitraumes ihrer Sichtbarkeit eine Auswahl von zu diesem oder 
jenem bequemen Beobachtungen nicht gestatteten, sondern den Geometer 
zwangen, diejenigen Beobachtungen zu benutzen, die der Zufall dargeboten 
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hatte, so dass man die besondem, bei den Planetenrecbnungen angewandten 
Methoden kaum jemals gebrauchen konnte. Selbst der grosse Newton, der 
erste Geometer seines Jahrhunderts, verkannte die Schwierigkeit des Problems 
nicht, ging aber doch, wie sich das erwarten liess, auch aus diesem Kampfe 
siegreich hervor. Viele Geometer nach Newton wendeten ihre Bestrebungen 
diesem Probleme, wenn gleich mit verschiedenem Glücke, doch so zu, Vlass 
unseren Zeiten wenig zu wünschen übrig geblieben ist. 

Man darf vor allen Dingen nicht ausser Acht lassen, dass auch bei 
diesem Probleme die Schwierigkeit glücklicher Weise durch die Kenntniss 
eines Elementes des Kegelschnittes vermindert wird, indem eben durch Vor- 
aussetzung einer parabolischen Bahn die grosse Axe als unendlich gross 
gesetzt wird. Denn alle Parabeln, wenn man von ihrer Lage absieht, unter- 
scheiden sich von einander lediglich durch den grösseren oder kleineren 
Abstand ihres Scheitels vom Brennpunkte, während die Kegelschnitte, allgemein 
betrachtet, eine unendlich grössere Verschiedenheit zulassen. Zwar war 
kein genügender Grund zu der Annahme vorhanden, weshalb die Lauflinien 
der Cometen mit absoluter Genauigkeit parabolisch sein sollten; ja es 
war vielmehr unendlich wenig wahrscheinlich, dass die Natur jemals in 
eine solche Voraussetzung eingewilligt habe. Dennoch aber stand es fest, dass 
die Erscheinung eines Himmelskörpers, der sich in einer Ellipse oder Hyperbel (vi) 
bewegt, deren giosse Axe im Verhältniss zum Parameter ausserordentlich lang 
ist, in der Nähe des Perihels sehr wenig von der Bewegung in einer Parabel 
abweicht, die einen gleichen Abstand des Scheitels vom Brennpunkte hat, und 
dass dieser Unterschied um so kleiner herauskommt, je grösser jenes Ver- 
hältniss der Axe zum Parameter ist. Da femer die Erfalirung gelehrt hatte, 
dass zwischen der beobachteten Bewegung und der für die parabolische 
Bahn berechneten Bewegung kaum jemals grössere Unterschiede übrig 
bleiben, als mit Sicherheit auf die Beobachtungsfehler (die hier gemeiniglich 
merklich genug sind) geschoben werden können, so hielten es die Astronomen 
für angemessen, bei der Parabel stehen zu bleiben. Und zwar mit Recht, da es 
an Hülfsmitteln felilte, aus denen sich mit hinreichender Sicherheit schliessen 
liess, ob überhaupt und wie gross der Unterschied von der Parabel war. 
Ausnehmen muss man dabei den bekannten Hai ley 'sehen Cometen, der, als 
eine sehr gestreckte Ellipse beschreibend und in seiner Rückkehr zum Perihele 
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mehrfach ^beobachtet, uns eine periodische Umlaiifszeit offenbarte. Dann aber 
ist, wenn solchergestalt die grosse Axe bekannt wird, die Berechnung der 
übrigen Elemente kaum für schwieriger zu halten, als eine parabolische 
Balmbestimmung. Icli kann zwar nicht mit Stillschweigen übergehen, dass 
die Astronomen auch bei einigen anderen, etwas längere Zeit hindurch beob- 
achteten Cometen die Bestimmung der Abweichung von der Parabel versucht 
haben. Aber alle zu dem Ende vorgeschlagenen oder angewandten Methoden 
stützen sich auf die Voraussetzung, dass die Abweichung von der Parabel 
nicht beträchtlich ist, wodurch dann in jenen Versuchen die vorher schon be- 
rechnete Parabel selbst eine genäherte Kenntniss der einzelnen Elemente (mit 
Ausnahme der grossen Axe oder der hiervon abhängenden Umlaufszeit) liefert, 
die dann nur durch kleine Aenderungen verbessert wird. Ausserdem muss 
man gestehen, dass alle die fraglichen Versuche — wenn man vielleicht 
den Cometen des Jahres 1770 ausnimmt — kaum je etwas Sicheres zu 
entscheiden vermögt haben. 
(VII) Sobald man erkannte, wie die Bewegung des neuen, im Jahre 1781 

entdeckten Planeten sich mit der parabolischen Hypothese nicht vereinigen 
lasse, begannen die Astronomen, ihr eine Kreisbahn anzupassen: eine Arbeit, 
die sich durch eine sehr leichte und einfache Rechnung erledigen lässt. Durch 
ein glückliches Geschick besass die Bahn dieses Planeten nur eine massige 
Excentricität, und so gaben die unter jener Voraussetzung herausgebrachten 
Elemente wenigstens irgend welche Annäherung, auf welche nachher die Be- 
stimmung der elliptischen Elemente sich stützen Hess. Es traten noch mehre 
andere Glücksfälle hinzu. Denn die langsame Bewegung des Planeten unc^ 
die geringe Neigung seiner Bahn gegen die Ebene der Ecliptik vereinfachten 
nicht nur die Rechnungen ausserordentlich imd gestatteten die Benutzung 
besonderer Methoden, die auf andere Fälle nicht anwendbar sind, sondern 
zerstreuten zugleich die Besorgniss, dass der, in die Sonnenstrahlen eingetauchte 
Planet nachher die Bemühungen der Aufsucher vereiteln würde (eine Besorg- 
niss, die sonst allerdings, besonders wenn überdies sein Licht weniger lebhaft 
gewesen wäre, hätte beunruhigen können). So konnte man denn mit 
Sicherheit eine genauere Bahnbestimmung bis dahin aufschieben, dass aus 
häufigeren und entfernteren Beobachtungen diejenigen sich auswählen Hessen, 
welche zu diesem Zwecke besonders geeignet erschienen. 
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In allen Fällen daher, wo man die Bahn eines Himmelskörpers aus 
den Beobachtungen herleiten musste, existirten gewisse, nicht zu verachtende 
Vortheile, welche die Anwendung besonderer Methoden amiethen oder doch 
wenigstens erlaubten, und unter diesen Vortheilen war der vorzüglichste der, 
dass durch hypothetische Annahmen sich bereits eine genäherte Kenntniss 
gewisser Elemente erlangen Hess, bevor man die Berechnung der elliptischen 
Elemente unternahm. 

Nichtsdestoweniger erscheint es wunderbar genug, dass das allgemeine 
Problem : 

„Die Bahn eines Himmelskörpers ohne jede hypothetische 
Voraussetzung aus Beobachtungen zu bestimmen, die keinen (Viii) 
grossen Zeitraum umfassen und daher eine Wahl für die 
Anwendung besonderer Methoden nicht gestatten,* 

bis zum Beginn dieses Jahrhunderts fast ganz vernachlässigt oder wenigstens 
von Niemandem mit Strenge und Würde behandelt ist, da es sich mindestens 
den Theoretikern wegen seiner Schwierigkeit und Eleganz hätte empfehlen 
können, wenn auch den Praktikern seine höchste Nützlichkeit noch nicht 
bekannt gewesen wäre. Es hatte sich aber bei Allen die sicher schlecht 
begründete Meinung eingebürgert, dass eine solche vollständige Bestimmung 
aus einen kürzeren Zeitraum umfassenden Beobachtungen unmöglich sei, 
während es gegenwärtig bereits völlig sicher ist, dass sich die Bahn eines 
Himmelskörpers aus guten, nur wenige Tage umfassenden Beobachtungen ohne 
jede hypothetische Voraussetzung schon hinreichend genähert bestimmen lässt. 
Ich war auf gewisse Ideen verfallen, die zur Auflösung dieses grossen 
eben besprochenen Problems beitragen konnten, als ich im Monate September 
1801, mit einer ganz verschiedenartigen Arbeit beschäftigt war. Nicht selten 
lässt man es in einem solchen Falle, um nicht zu sehr von einer angenehmen 
Untersuchung abgezogen zu werden, dahin kommen, dass Ideen -Verbindungen, 
die bei einer aufmerksameren Prüfung die reichsten Früchte hätten tragen 
können, durch Vernachlässigung untergehen. Vielleicht hätte auch diesen 
Ideen das nämliche Schicksal bevorgestanden, wenn sie nicht glücklicher Weise 
in eine Zeit gefallen wären, die nicht besser zu ihrer Bewahrung und 
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Begünstigung hätte gewählt werden können. Um jene Zeit nämlich ungefähr 
flog das Gerücht von der am 1. Januar jenes Jahres auf der Sternwarte zu 
Palermo geschehenen Entdeckung eines neuen Planeten durch Aller Äfund, und 
bald gelangten die seit jener Epoche bis zum 11. Februar von dem ausge- 
zeichneten Astronomen Piazzi angestellten Beobachtungen zur öffentlichen 
Kunde. Nirgends findet man sicher in den Annalen der Astronomie eine so 
(IX) wichtige Gelegenheit, und sie hätte kaum wichtiger ausgedacht werden können, 
um die hohe Bedeutung des fraglichen Problems auf das deutlichste zu zeigen, 
als bei einer so grossen Probe und der' drängenden Nothwendigkeit, wo alle 
Hofihung, ein planetaidsches Atom nach Verlauf ungerähr eines Jahres unter 
den unzähligen kleinen Sternen des Himmels wieder zu finden, einzig und 
allein von der Erkenntniss einer hinreichend genäherten Bahn abhing, die 
lediglich auf jene sehr wenigen Beobachtungen gestützt werden musste. Hätte 
ich je in gelegener Weise eine Probe anstellen können, was meine Ideen für 
den praktischen Gebrauch werth waren, als wenn ich sie damals zur Bahn- 
bestimmung für die Ceres anwandte, für einen Planeten, der innerhalb jener 
41 Tage einen geocentrischen Bogen von nur drei Graden beschrieben hatte, 
und der nach Ablauf eines Jahres an einer, weit von dort abgelegenen 
Region des Himmels aufgesucht werden musste? Die erste Anwendung dieser 
Methode ist im Monate October 1801 gemacht, und die erste heitere Nacht, 
in welcher der Planet nach Anleitung der daraus abgeleiteten Zahlen gesucht 
wurde (December 7. 1801 von Herrn von Zach) gab den Flüchtling den Beob- 
achtungen wieder. Drei andere neue Planeten sind seit der Zeit entdeckt, 
und haben neue Gelegenheiten geboten, die Wirksamkeit und die Allgemeinheit 
der Methode zu prüfen und zu bestätigen. 

Gleich nach Wiederauffindung der Ceres wünschten mehre Astrono- 
men, dass ich die bei jenen Reclmungen angewandten Methoden öffentlich be- 
kannt machen möge. Mehre Hindernisse standen aber entgegen, als dass ich 
schon damals diesen freundschaftlichen Aufforderungen hätte willfaliren können: 
andere Geschäfte, der Wunsch, die Sache noch etwas ausführlicher durchzu- 
arbeiten und vorzüglich die Erwartung, dass sich bei fortgesetzter Beschäf- 
tigimg mit dieser Untersuchung verschiedene Theile der Auflösung zur Höhe 
grösserer Allgemeinheit, Einfachheit und Eleganz würden erheben lassen. 
Da mich diese Hoffnung nicht getäuscht hat, so glaube ich nicht, dass ich 
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diesen Verzug zu bereuen Labe. Denn die anfangs angewandten Methoden*) 
haben zu wiederholten Malen so häufige und so grosse Aenderungen erlitten, 
dass zwischen der Art, wie damals die Ceres -Bahn gerechnet ist, und der in 
diesem Werke behandelten Einrichtung kaum die Spur, einer Aehnlichkeit (X) 
geblieben ist. Obgleich es nun nicht meine Absicht ist, über alle diese 
allmählich mehr und mehr vollendeten Untersuchungen eine vollständige 
Schilderung zu schreiben, so habe ich doch ^bei mehren Gelegenheiten, 
namentlich wo es sich um eine schwierigere Aufgabe handelte, geglaubt, die 
früheren Methoden nicht allenthalben unterdrücken zu sollen. Ich habe 
vielmehr, abgesehen von den Lösungen der Hauptaufgaben, sehr Vieles, was 
während einer hinreichend langen Beschäftigung mit der Bewegung der 
Himmelskörper in Kegelschnitten, entweder der analytischen Eleganz halber, 
oder vorzugsweise des praktischen Gebrauchs wegen , als Bemerkenswerthes 
sich mir darbot, in diesem Werke ausgefülirt. Stets jedoch habe ich den mir 
eigenen Sachen oder Methoden eine grössere Sorgfalt gewidmet, das Be- 
kannte aber nur leichthin beruhigt, wo es der Zusammenhang der Sache zu 
erfordern schien. 

Das ganze Werk ist in zwei Theile zerlegt. Im ersten Buche werden 
die Relationen unter den Grössen entwickelt, von welchen die Bewegung der 
Himmelskörper um die Sonne nach den Kepler sehen Gesetzen abhängig ist, 
und zwar in den zwei ersten Abschnitten diejenigen Relationen, wo nur ein 
einziger Ort an und für sich betrachtet wird, im dritten und vierten Abschnitte 
aber diejenigen, wo mehre Orte unter sich in Verbindung gebracht werden. 
Letztere beiden Abschnitte enthalten die Auseinandersetzung von Methoden, 
sowohl der gewölmlich gebräuchlichen, als auch vorzüglich einiger anderen, 
die, wenn icli nicht irre, zum praktische!! Gebrauche weit vorzuziehen sind, 
durch welche man von den bekannten Elementen zu den Erscheinungen 
übergeht. Diese Aufgaben enthalten vieles sehr Schwierige, was den Weg zu 
den umgekehrten Operationen anbahnt. Da inzwischen die Erscheinungen 
aus der künstlichen und intricaten Verwickelung der Elemente zusammengesetzt 



*) In dieser Beziehung empfiehlt sich das Studium des durch von Lindenau in der y. Zach 'sehen 
Monatlichen Correspondenz (Band '20, S. 197) publicirten Aufsatzes von Gauss, der den Titel führt: ^Summa- 
Hiebe üebersicht der zur Bestimmung der Bahnen der beiden neuen Hauptplaneten angewandten Methoden.** 

Anmerkung des üebersttzers. 



} 
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sind, so muss man dies Gewebe von Grund aus durchblickt hal)en, ehe man 
mit Hoffiaung auf Erfolg die Entwirrung der Fäden und die Auflösung des 
(XI) Werks in seine Bestandtheile imtemehmen kann. Im ersten Buche werden 
daher die Instrumente und HUlfsmittel zusammengebracht, womit sodann im 
zweiten Buche dies schwierige Geschäft selbst vollbracht wird. Ein sehr 
grosser Theil der Arbeit besteht dann darin, dass jene Hiilfsmittel gehörig 
gesammelt, in eine schickliche Anordnung gebracht und auf das vorgesteckte 
Ziel gerichtet werden. 

Die schwierigeren Aufgaben sind grösstentheils durch passende Beispiele 
erläutert, die, wo es anging, stets von nicht tingirten Beobachtungen herge- 
nommen sind. So wird nicht nur ein grösseres Vertrauen zu der Wirksamkeit 
der Methode erweckt, und der Gebrauch klarer vor Augen geführt, sondern 
ich hoffe auch, solchergestalt versichert zu sein, dass nicht die weniger Geübten 
von dem Studium dieser Dinge abgeschreckt werden, die zweifelsolme den 
fruchtbarsten und schönsten Theil der theorischen Astronomie ausmachen. 

Gesclmeben zu Göttingen, den 28. März 1809. 



Erstes Buch. 

Allgemeine Relationen unter den Grössen, durch welche die Bewegungen 
der Himmelskörper um die Sonne bestimmt werden. 



Erster Abschnitt. 

Relationen, die einen einzelnen Ort in der Bahn betreffen. 

L 

Wir wollen die Bewegungen der Himmelskörper in diesem Werke nm- 
insoweit betrachten, als solche von der Anziehungskraft der Sonne abhängig sind. 
Ausgeschlossen bleiben daher hier alle secundären Planeten, ingleichen die 
Störungen, welche die Primären wechselseitig auf sich ausüben, sowie auch 
alle rotatorischen Bewegungen. Die bewegten Körper selbst wollen wir als 
mathematische Punkte betrachten und voraussetzen, dass alle Bewegungen nach 
Massgabe der nachfolgenden Gesetze vor sich gehen, welche daher als die 
Grundlage aller Untersuchungen im gegenwärtigen Werke anzusehen sind. 

I. Die Bewegung eines jeden Himmelskörpers geschieht beständig in 
der nämlichen Ebene, in welcher zugleich der Mittelpunkt der Sonne liegt. 

n. Der von dem Körper beschriebene Linienzug ist ein Kegelschnitt, 
der seinen Brennpunkt im Mittelpunkte der Sonne hat 

in. Die Bewegung in jenem Linienzuge geht in der Weise vor sich, 
dass die in verscliiedenen Zeitabschnitten um die Sonne beschriebenen 
Flächenräume diesen Zeitabschnitten proportional sind. Drückt man daher 
Zeiten und Flächenräume durch Zahlen aus, so ergiebt jeder Flächenraum, 
wenn man ihn durch die Zeit, innerhalb deren er beschrieben wurde, dividirt, 
einen unveränderlichen Quotienten. 

OAUSSi Theorie d. Beweg, d. Himmebk. 1 
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IV. Für die verschiedenen, um die Sonne sich bewegenden Körper 
stehen die Quadrate dieser Quotienten im zusammengesetzten*) Verhältnisse der 
den Bahnen entsprechenden Parameter und der Summen der Sonnenmasse und 
der Massen der bewegten Körper. 

Bezeichnet also 2p den Parameter der Bahn, in welcher der Körper 
einherzieht; fi die Stofl&nenge dieses Körpers (die Masse Sonne = 1 gesetzt); 
jg die Fläche, welche der Körper in der Zeit < um die Sonne beschreibt; 

(2) so wird —y — ^, I . eine Constante für alle Himmelskörper bilden. 

Da es also gleichgültig ist, welchen Himmelskörper man zur Bestimmung 
dieser constanten Zahl benutzt, so wollen wir letztere aus der Bewegung der 
Erde ableiten, und dabei deren mittlere Entfernung von der Sonne zur Distanz- 
Einheit annehmen. Die Einheit der Zeit soll stets der mittlere Sonnentag sein. 
Bezeichnet man femer mit n das Verhältniss der Peripherie zum Durchmesser 
des Kreises, so wird der Flächenraum der ganzen, von der Erde be- 
schriebenen Ellipse offenbar sein = jr|//>, welcher daher = jg zu setzen ist, 
wenn man fiir t das siderische Jahr annimmt, wodurch unsere Constante 

== ^..//^ I — r wird. Um den numerischen Werth dieser Constante, die wir 

im Folgenden mit k bezeichnen wollen, zu ermitteln, setzen wir nach der 
neuesten Bestimmung das siderische Jahr, oder t = 365,256 3835, die Masse 

der Erde oder />t = ^^,^^^ = 0,0000028192; dadurch wird erhalten: 

354710 

log 2 JT 0,798 179 8684 

compl. log * 7,437 402 1852 

compL log Vil-^ft) 9,999 999 3878 

log Ä: 8,235581 4414 

k = 0,017 202 09895 



*) Das in der lateinischen HandBchrift gebrauchte Wort „in ratione inversa" soll heissen: „in 
ratione composita", cfr. Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher, B. I, p. 17, wo die Worte in einem 
Briefe von Gauss an Schumacher vom 14. December 1809 lauten: 

„Herrn . . . bitte ich mich su empfehlen und für die Anzeige des Ärgerlichen Schreibfehlers 
„zu danken. In der deutschen Handschrift steht nicht im umgekehrten, sondern bloss im 
„zusammengesetzten Verhftltniss; das erste Blatt der lateinischen Handaohrift habe ich 
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2. 

Die so eben erörterten Gesetze, weichen von den durch Kepler ent- 
deckten nur in der Weise ab, dass sie in einer Form gegeben sind, die eine 
AnwCTidung auf alle Arten von Kegelschnitten gestattet, und dass dabei der 
Einwirkung des bewegten Körpers auf die Sonne, wovon der Factor |/(14-/^) 
abhängt, Rechnung getragen ist. Wenn wir diese Gesetze als Erscheinimgen 
betrachten, die aus unzähligen und unzweifelhaften Beobachtungen sich 
ergeben haben, so lehrt die Geometrie, welche Einwirkung von der Sonne 
auf die um Letztere bewegten Körper ausgeübt werden muss, um jene 
Erscheinungen beständig hervorzubringen. Auf diese Weise findet sich, 
dass die Einwirkung der Sonne auf die um sie laufenden Körper ganz so 
ausgeübt wird, als ob eine Anziehungskraft, deren Stärke dem Quadrate 
der Entfemimg wechselseitig proportional wäre, die Körper gegen den Mittel- 
punkt der Sonne hintriebe. Geht man daher umgekehrt von der An- 
nahme einer solchen Anziehungskraft als von einem Principe aus, so 
können jene Erscheinungen als nothwendige Folgen daraus abgeleitet werden. 
Hier mag eine blosse Erwähnung der Gesetze genügen, und es wird um so 
weniger erforderlich sein, an diesem Orte bei ihrem Zusammenhange mit dem 
Princip der Schwere zu verweilen, da seit dem grossen Newton noch 
mehre andere Schriftsteller jene Materie behandelt haben, und unter diesen 
Laplace in seinem vollendeten Werke y^M6canique CÜeste^ in einer Weise, die (3) 
nichts zu wünschen übrig lässt. 

3. 

Die üntersucnungen der Bewegungen der Himmelskörper, so weit solche 
in Kegelschnitten vor sich gehen, erfordern keineswegs eine vollständige 
Theorie dieser Art von Curven, und es wird daher eine einzige allgemeine 
Gleichung genügen, aus der wir Alles ableiten. Es erscheint deshalb 

„Terlegt and weiss also nicht, ob darch einen Druck- oder Schreibfehler in versa statt oom- 
„posita gesetst ist, doch wohl das Letttere, ob ich gleich nicht begreife, wie es ragegangen ist." 

Anmerkung des Uebersetsers. 

1* 
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sachgemäss, gerade die Gleichung auszuwählen, auf welche wir als eine 
charakteristische bei Erforschung der zufolge des Attractionsgesetzes beschrie- 
benen Curve Bezug nehmen. Wenn wir nämlich irgend einen Ort des Körpers 
in seiner Bahn bezeichnen durch die Abstände x und y von zwei geraden 
Linien, die in der Ebene der Bahn gezogen sind und im Mittelpunkte der 
Sonne d. h. in dem einen der beiden Brennpunkte der Curve unter rechten 
Winkeln sich schneiden; und wenn wir ausserdem die Entfemimg eines Kör- 
pers von der Sonne (stets positiv genommen) mit r benennen, so haben wir 
zwischen r, o:, y die lineare Gleichung ^ + «^ +/% = /; in welcher a, /?, y 
beständige Grössen ausdrucken, und zwar y eine Grösse, die ihrer Natur nach 
stets positiv ist. Indem wir nun die Lage der geraden Linien, auf welche die 
Abstände x und y sich beziehen, verändern (eine Lage die an und fiir sich 
ganz willkürlich ist, wenn es nur dabei bleibt, dass sich die Linien unter 
rechten Winkeln schneiden), so wird dadurch offenbar die Form der Gleichung 
und der Werth von y nicht geändert, während a und ß immer andere und 
wieder andere Werthe erlangen und man sieht, dass jene Lage so bestimmt 
werden kann, dass ß = wird, « aber wenigstens nicht negativ. — 
Schreibt man solchergestalt für a und y beziehimgsweise e und Pj so nimmt 
obige Gleichung die Gestalt an r-\'ex=p. Die gerade Linie, auf welche in 
diesem Falle die Abstände y bezogen werden, heisst die Apsidenlinie, p 
der halbe Parameter, e die Excentricität, und der betreffende Kegel- 
schnitt wird mit dem Namen Ellipse, Parabel oder Hyperbel bezeichnet, 
je nachdem e kleiner als die Einheit, gleich der Einheit, oder grösser als 
die Einheit ist. 

üebrigens sieht man leicht, dass die Lage der Apsidenlinie durch die 
vorgetragenen Bedingimgen vollständig bestimmt ist, den einzigen Fall ausge- 
nommen, wo sowohl a als ß schon an imd für sich = waren.. In diesem 
Falle wird stets r=p^ auf welche geraden Linien die Abstände x und y auch 
bezogen werden. Indem daher e ebenfalls = ist, so wird die Curve 
(die dann ein Kreis ist) nach unserer Begriffsbestimmung dem Genus der 
Ellipsen beizuzählen sein, hat aber das EigenthUmliche, dass die Lage der 
Apsiden gänzlich willkürlich bleibt, wenn man anders jene Bezeichnung auch 
auf diesen Fall auszudehnen belieben sollte. 
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Für den Abstand x wollen wir jetzt den Winkel v einführen, der 
zwischen der Apsidenlinie iind der geraden Linie (radius vector) enthalten ist, 
die von der Sonne nach dem Orte des Körpers fuhrt, und zwar möge dieser 
Winkel von derjenigen Seite der Apsidenlinie beginnen, wo die Abstände x 
positiv sind. Auch werde angenommen, dass dieser Winkel nach derjenigen (4) 
Gegend hin wachse, wohin die Bewegung des Körpers gerichtet ist. Auf diese 

V 

Weise wird a; = r cos v^ und demnach unsere Formel r = -7—1 , woraus 

' l+ecosv ' 

sich folgende Schlüsse unmittelbar ableiten lassen: 

I. Für t; == wird der Werth des radius vector ein Kleinstes, nämlich 

T= ■ , ; dieser Punkt heisst das Perihel. 

1 + ß 

n. Den entgegengesetzten Werthen von v entsprechen gleiche Werthe 
von r; die Apsidenlinie theilt daher den Kegelschnitt in zwei gleiche Theile. 

m. In der Ellipse wächst von t; = an r beständig, bis es den gross- 

ten Werth Tr = ^ ) ^^ Aphel erreicht, ftir welches v = 180^ Nach Passirung 

des Aphels nimmt r auf dieselbe Weise wieder ab, wie es früher gewachsen 
war, bis es für V = 360^ das Perihel von Neuem berührt Derjenige Theil der 
Apsidenlinie, welcher an dieser Stelle vom Perihel und an jener vom Aphel 
begrenzt wird, heisst die grosse Axe. Es wird daher die grosse Halbaxe, 

welche auch die mittlere Entfernung genannt wird, = -zr^ — . Der Abstand 

des inmitten der Axe belegenen Pimktes (des Mittelpunkts der Ellipse) 

vom Brennpunkte ist = -zr-^ — = ea, wobei a die grosse Halbaxe bezeichnet. 

IV. Dagegen existirt in der Parabel eigentlich kein Aphel, sondern r 
wächst über alle Grenzen hinaus, je näher v an + 180^ oder — 180^ heran- 
kommt. Fürt; = +180*^ wird der Werth von r unendlich, was anzeigt, 
dass die Curve von der Apsidenlinie in dem, dem Perihele gegenüber liegenden 
Theile nicht geschnitten wird. Es kann daher im eigentlichen Sinne hier von 
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einer grossen Axe, oder von einem Mittelpunkte der Curve nicht die Rede 
sein; aber nach der gewöhnlichen Manier der Analysis wird durch Erweite- 
rung der für die Ellipse erfundenen Formeln der grossen Axe ein unendlicher 
Werth beigelegt, und der Mittelpunkt der Curve wird in unendliche Entfernung 
vom Brennpimkte gesetzt. 

V. In der Hyperbel schliesslich wird v in noch engere Grenzen einge- 
zwängt, nämlich innerhalb v = — (180^ — rp) und t;==-4-(180^ — ip)] wo y/ 

einen Winkel bezeichnet, dessen Cosinus = — . Denn während v sich einem 

dieser Grenzwerthe nähert, wächst r ba's Unendliche fort; und wenn ftir v einer 
dieser Grenzwerthe selbst angenommen wtlrde, so würde der Werth von r als 
ein unendlicher herauskommen, was anzeigt, dass die Hyperbel von einer ge- 
raden Linie, die gegen die Apsidenlinie unter einem Winkel von 180® — V^ 
oberhalb oder unterhalb geneigt ist, tiberall nicht geschnitten wird. Für die 
solchergestalt ausgeschlossenen Werthe, nämlich von 180^ — tp bis zu 180° -j-i//, 
weist unsere Formel dem r einen negativen Werth an; denn die gerade Linie, 
die unter einem solchen Winkel gegen die Apsidenlinie geneigt ist, schneidet 
(ö) selbst zwar die Hyperbel nicht, wenn sie jedoch rückwärts verlängert 
wird, so triflft sie das andere Stück der Hyperbel, welches bekanntlich von 
dem ersten Stücke überall getrennt und gegen denjenigen Brennpunkt 
hin, welchen die Sonne einnimmt, convex ist. Aber in unserer Unter- 
suchung — welche, wie schon erwähnt, auf der Voraussetzung beruht, 
dass r positiv genommen werden soll, — nehmen wir auf dieses zweite Stück 
der Hyperbel keine Rücksicht, worin nur ein solcher Himmelskörper 
einherziehen könnte, auf den die Sonne nicht attractiv, sondern nach den- 
selben Gesetzen repulsiv wirken würde. Im eigentlichen Sinne des Worts 
giebt es daher auch in der Hyperbel kein Aphel. Als das Analogon des 
Aphels könnte derjenige Punkt des abgekehrten Stücks genommen werden, 
welcher auf der Apsidenlinie liegt und welcher den Werthen v = 180®, 

r = ^-— - entspricht Will man daher wie bei der Ellipse den 

p 
Werth des Ausdrucks -^-^ — auch hier, wo er negativ sich ergiebt, die halbe 

grosse Axe der Hyperbel nennen, so zeigt diese Grösse die Entfernung 
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des bereits erwähnten Punktes vom Perihel und zugleich seine Lage an, welche 

in der Ellipse die entgegengesetzte Stelle einnimmt. Ebenso erhält hier — 

d. h, der Abstand des mittleren Punktes zwischen diesen beiden Punkten 
(Centrums der Hyperbel) vom Brennpunkte einen negativen Werth wegen der 
entgegengesetzten Lage. 



5. 

Der Winkel r, welcher in der Parabel zwischen den Grenzen — 180® 
und +180', für die Hyperbel innerhalb — (180' — 1//) und +(180'— 1//) ein- 
geschlossen ist, bei der Ellipse aber den ganzen Kreis in stets erneuten Pe- 
rioden durchläuft, heisst die wahre Anomalie des bewegten Körpers. Bis- 
lang pflegten zwar fast alle Astronomen die wahre Anomalie in der Ellipse 
nicht vom Perihel, sondern vom Aphel an zu zählen, gegen die Analogie der 
Parabel und der Hjrperbel, in denen es kein Aphel giebt, und man daher 
vom Perihel anfangen musste. Wir haben indess um so weniger Bedenken 
getragen, eine Analogie zwischen allen Arten von Kegelschnitten herzustellen, 
da die neusten französischen Astronomen dazu mit dem Beispiele vorange- 
gangen sind. 

Im Uebrigen ist es mitunter dienlich, die Form des Ausdrucks r = 

etwas zu ändern. Vorzüglich merke man sich folgende Formeln: 



1+ecosv 

p p 



r = 



1 + e — 2esinft;* 1 — e + 26cos|i;* 

r= P 

(l+6)cosyt;* + (l — e)sinfz;* 

P 

Li der Parabel hat man daher: r = -^^ — . a ; in der Hyperbel aber 

2cos^v* ' -^^ 

ist folgender Ausdruck besonders bequem: 

^cost// 



'2 



r = 



2cosy(^;+V')cosy(^; — v) * 
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6. 



(6) Wir wollen jetzt zur Vergleichung der „Bewegung" mit der „Zeit" 

schreiten. Wenn man, wie in Art. 1, den innerhalb der Zeit t um die Sonne 
beschriebenen Flächenraum =^g setzt, die Masse des bewegten Körpers ^=fi 
(die Sonnenmasse =1 gesetzt), so haben wir: g^=zkt\/p.\/{\^fi). Das Diffe- 
rential des Flächenraums aber wird = \ rrdv, woraus hervorgeht : ktyp . |/(1 -|-^) 

= jrrdt;, wobei dies Integral so genommen wird, dass es flir ^ = verschwindet. 

Diese Integration muss für die verschiedenen Arten von Kegelschnitten auf 
verschiedene Weise behandelt werden, weshalb wir das Einzelne getrennt be- 
trachten, und den Anfang mit der Ellipse machen wollen. 

Da r aus v mittelst eines Bruches bestimmt wird, dessen Nenner 
aus zwei Gliedern besteht, so wollen wir vor allen Dingen diese Unbequemlich- 
keit durch Einführung einer neuen Grösse für v beseitigen. Zu diesem Zwecke 

\ e 

setzen wir tang|v]/-r— rrrtangyJE', wonach die letzte Formel im vorher- 

gehenden Artikel ftir r giebt 

PQ0^\I? /cos|^ , ^m\E\ p . ^. 

T= ./ . X ^ 1 o =j?(-Tr-T V-r^ — )=-i-^- — (1 — ccosjE;). 

(l4-c)coS"|-tr ^\ l-fe l — e) 1 — ee ^ ^ 

Femer wird . ^^ = r--=r V—r-, und daher: dt; = ^ ^ 



cos|J5;* cosft;* "^ l-fe * r|/(l — ee)' 

hieraus rrdv = --jt^ — ^—^ = -r- (1 — e cos E) AE und wenn man integrirt : 

y(l — ce) (1 — ee)* ^ ^ ^ 

kt\/p.y{\Ji^fi)= ^ . (^— esin^ + Const 
(1 — eey 

Wenn wir daher die Zeit vom Durchgange durch das Perihel an beginnen 

lassen, wo v = 0^ E=0 und daher auch Constans = 0, so haben wir, weil 

P 



1 — ee ^ 



E-esinE= !^(.}d±l 



J 



Bei dieser Gleichimg muss der Hülfswinkel Ej welcher die excen- 
trische Anomalie heisst, in Theilen des Halbmessers ausgedrückt werden. 
Offenbar aber läjsst sich dieser Winkel in Graden etc. beibehalten, wenn man 
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nur auch e sin -E und — ^^-K — — auf dieselbe Art ausdrückt; diese Grössen 

werden in Bogensecunden erhalten, wenn man sie durch die Zahl 206264,81 
multiplicirt. Der Multiplication der letzteren Grösse bleibt man tiber- 
hoben, falls man sogleich die Grösse k in Secunden dargestellt anwendet, 
und daher setzen wir an Stelle des früheren Werthes k = 3548", 18761, 
dessen log = 3,550006 5746. — Auf diese Weise ausgedrückt heisst die Grösse 

— —^ — — die mittlere Anomalie, die daher im Verhältniss der Zeit 

wächst und zwar täglich um das Augment — —^ — '—j welches man die .j. 

mittlere tägliche Bewegung (motus medius diumus) nennt. — Die mittlere 
Anomalie bezeiclmen wir durch M. 



7. 

Im Perihele sind daher die wahre Anomalie, die excentrische Anomalie 
imd die mittlere Anomalie =0, — Indem nun von hieran die wahre Anomalie 
wächst, so werden auch die excentrische imd die mittlere jedoch so vermehi-t, 
dass die excentrische kleiner bleibt, als die wahre, und die mittlere kleiner als die 
excentrische, bis zum Aphel, wo alle drei zugleich = 180° werden; von hieran 
aber bis zum Perihel ist die excentrische immer grösser als die wahre, imd 
die mittlere Anomalie grösser als die excentrische, bis im Perihel alle drei 
= 360° werden, oder was auf dasselbe herauskommt, alle wiederum = 0. 
Im Allgemeinen ist klar, dass, wenn einer wahren Anomalie v eine excen- 
trische E und eine mittlere M entspricht, dann einer wahren von 360° — v 
eine excentrische von 360° — E imd eine mittlere von 360° — M entspricht. Der 
Unterschied zwischen der wahren Anomalie und der mittleren v — M heisst die 
Gleichung des Mittelpunkts (aequatio centri), welche daher vom Perihel 
bis zum Aphel positiv, vom Aphel bis zum Perihel negativ ist, im Perihele 
und Aphele selbst aber verschwindet. Da nun also v und M den vollen 
Kreis von bis zu 360° in der nämlichen Zeit durclilaufen , so wird die 
Zeit eines einmaligen Umlaufs, welche auch die periodische Zeit 
(tempus periodicum) heisst, in Tagen ausgedrückt gefunden, wenn man 360° 

GAUSS, Theorie (L Beweg, d. Himmeltk. ^ 
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durch die tägliche Bewegung — > — dividirt; woraus man sieht, dass ftir 

die verschiedenen, um die Sonne revolvirenden Körper die Quadrate der pe- 
riodischen Umlaufszeiten den Guben der mittleren Entfernungen proportional 
sind, in soweit es erlaubt ist, deren Massen, oder vielmehr die Ungleichheit 
der Massen zu vernachlässigen. 

8. 

Nun wollen wir die bemerkenswerthesten Relationen zwischen den Ano- 
malien imd dem radius vector sammeln, deren Ableitung Niemandem, der nurmittel- 
mässig in der trigonometrischen Analyse bewandert ist, Schwierigkeiten darbieten 
kann. Die Formeln werden concinner, wenn man für e den Winkel einfuhrt, 
dessen Sinus = e ist. Wird dieser Winkel mit ip bezeichnet, so hat man: 
]/(l— ee)=cos9;>/(l + c) = cos(45'*— {y)|/2; y (1— e) = cos(45" + f ip)>/2; 

l/-|^ = tang(45°-^ip); y (1 + 6) + V (1-c) = 2 cos i 9; V(l + c)- 

]/ (1 — c) = 2sinjy. — Die vorzüglichsten Relationen zwischen a, p^ r, c, y, 
(8) v^ Ej M sind folgende: 
I. p = a cos (p^ 

IL r = — ^ 

l + ßcosv 

ni. r = a(l — ecosjE) 

TAT TP cos^; + c . cos JE' — e 
IV. cos-fc = -3— i ■ ; oder cost;= 



1 + ccosv 1 — ecos-ß 

V. 8in^^=l/|(l— co8^ = sin|t;V , }~^ =mi\vy ^(^~^) = 

1 y 2\ j 2 r I4-6COSV ^ ^ p 

T 

sin^t; 1/ — j—- — r- 
^ '^ a(l4-ß) 

VI. cos|A^=l/Hl + co8^) = cosit;j/ ,^"^^ =cosit;y ""^^"^^^ = 

^ r2\i y ^^l + ecosv ^ ^ p 

T 

cos■^^; 1/ — zj r 

^ ^ a(l — e) 

VU. tang-^^=tang|v lang (45' — \(f) 
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TTTTT • TP rsmvco8(p rsmv 

VIIL sm JE = — = 

p a cos 9> 

IX. r cos t; = a(cos E—e) = 2a cos (| j&+|9)+ 45°)cos {^E—\(p—A5') 

X. siny(v — E)=9iri\(p8mvy — = fim^(pBmE\/ — 

XL 8iny(v + -^ = cos^ysiiiv]/— = cosY9sm jK]/ — 
XII. M=E—eBmE. 



9. 

Verlängert man ein, aus irgend einem Punkte der Ellipse auf die 
Apsidenlinie gefälltes Perpendikel rückwärts, bis es einen aus dem Mittel- 
punkte der Ellipse mit dem Halbmesser = a beschriebenen Kreis triffi, so 
wird die Neigimg desjenigen Halbmessers, der dem Einschneidepunkte entspricht, 
gegen die Apsidenlinie (ähnlich verstanden, wie vorhin fiir die wahre Anomalie) 
der excentrischen Anomalie gleich sein, wie sich ohne Mühe aus der Gleichung IX 
im vorhergehenden Artikel ableiten lässt. Man sieht femer, dass rsinv den 
Abstand eines jeden Punktes der Ellipse von der Apsidenlinie bezeichnet; und 
da dieser Abstand nach Gleichimg VIII = a cos (psinE ist, so wird er seinen 
grössten Werth bei E = dO^ erreichen, d. h. im Mittelpunkte der Ellipse. 

P 
Dieser grösste Abstand, der =acos<p= = yap heisst die halbe 

kleine Axe. Im Brennpunkte der Ellipse, d. h. fiir ^; = 90®, wird jener 
Abstand oflFenbar =p, oder gleich dem halben Parameter. 



10. (9) 

Die Gleichungen des Art 8 enthalten Alles, was zur Berechnung der 
excentrischen Anomalie und der mittleren aus der wahren, oder der excentrischen 
und der wahren aus der mittleren erforderlich ist. Um die excentrische aus 
der wahren abzuleiten, bedient man sich gewöhnlich der Formel VH. Ge- 
meiniglich, jedoch empfiehlt es sich, zu diesem Zwecke die Gleichung X zu 
benutzen, besonders sobald die Excentricität nicht zu gross ist, in welchem 



\2 Erstes Buch. Erster Abschnitt. 

Falle Jt^ mit grösserer Bchärfe aus X bereclinet werden kann, als aus VII. 
Ausserdem hat man bei Anwendung der Gleichung X den Logarithmus des 
Sinus von E, der in XII gebraucht wird, sofort durch die Gleichung VIII, 
welcher bei Anwendung von VII erst aus den Tafeln genommen werden 
mtisste; wenn daher bei jener Methode der fragliche Logarithmus gleichfalls 
den Tafeln entnommen wird, so erlangt man dadurch eine Prüfimg fllr die 
Richtigkeit der Rechnung. Derartige Rechnungsprüfungen und Bestätigungen 
sind stets überaus schätzbar, und uns bei denselben Raths zu erholen, wird 
daher bei allen in diesem Werke abzuhandelnden Methoden, da wo es bequem 
geschehen kann, unsere eifrige Sorge sein. Zur besseren Erläuterung fügen 
wir ein vollständig berechnetes Beispiel hinzu: 

Gegeben sei v = 310" 55' 29 " 64, 9 = 14' 12' 1" 87, log r= 0,330 7640; 
Gesucht werden: p, o, E und M. 

log sin 9 9,389 7262 

log cos V 9,816 2877 

9,206 0139 woraus e cos ü = 0,160 6993 

log (1 + e cos ü).. 0,064 7197 
logr 0,330 7640 

logp 0,3954837 

log cos «^' 9,973 0448 

loga 0,4224389 

log sin V 9,878 2740 n*) 

logV^ 0,032 3598.5 

9,845 9141.5» 
log sin I <p 9,092 0395 

log sin i (v—E) 8,937 9536 . 5 w also i (v—E) = — 4" 58' 22" 94; 
v—E= — 9' 56' 45" 88; E= 320* 52' 15" 52 



*) Der dem Logarithmas beigefügte Bachstab n deatet an, dasi die ihm entaprechende Zahl eine 
negative ist. 
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Femer wird 

löge 9,389 7262 



Rechnung für log sin E nach Formel VIII. (iQ) 

r 



log206264,8. . . 5,3144251 log — sin t; 9,8135543w 

löge in See 4,704 1513 log cos y 9,986 5224 

log sin ^ 9,8000767 w log sin ^ 9,8000767 w 

4,5042280w also esinjE; in See, = 319 32" 14= 8' 52' 12" 14 
und M= 329' 44' 27' 66, — Rechnung nach Formel VU für Ei 

|t;= 155' 27' 44" 82 logtang^t; 9,659 4579 w 

45'— |y = 37'53'59"065 logtang(45'— l^) 9,891 2427 

logtaogl jE; 9,550 7006w 

woraus \E= 160' 26' 7" 76 und E= 320' 52' 15" 52, wie oben. 

Die umgekehrte, unter dem Namen des Kepler'schen Problems be- 
rühmte Aufgabe, nämlich aus der mittleren Anomalie die wahre und den radius 
vector zu finden, kommt weit häufiger zur Frage. Die Astronomen pflegen die 
Gleichung des Mittelpunktes durch eine unendliche, nach den Sinussen der Winkel 
M^ 2 3f , 3 M etc. fortschreitende Reihe darzustellen, wobei die einzelnen 
Coefficienten der Sinusse ebenfalls Reihen sind, die nach den Potenzen 
der Excentricität in's Unendliche fortlaufen. Ich habe es um so weniger für 
nothwendig erachtet, mich bei dieser von mehrem Schriftstellern entwickelten 
Formel fUr die Gleichimg des Mittelpunktes hier aufzuhalten, weil sie, wenigstens 
nach meinem Urtheile, für den praktischen Gebrauch, namentlich wenn die 
Excentricität nicht sehr klein ist, viel weniger geeignet ist, als die indirecte 
Methode, welche ich daher in der Form, die mir die bequemste scheint, etwas 
näher erörtern will. 

Die Gleichung XII, -E = if+ö8in^, die transcendent ist und eine 
directe Auflösung nicht zulässt, wird durch Versuche au%elöst, indem man 
mit einem genäherten Werthe von E beginnt, der durch geeignete, so oft 
wiederholte Methoden corrigirt wird, bis er jener Gleichung genau Genüge 
thut, d. h. entweder mit aller der Grenauigkeit, welche die Sinustafeln zulassen, 
oder doch mit der, welche dem vorgesteckten Ziele entspricht Wenn nun 
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jene Correctionen nicht blindlings, sondern nach einer sicheren und bestimmten 
Norm angestellt werden, so besteht kaum ein wesentlicher Unterschied zwischen 
einer solchen indirecten Methode und der Auflösung durch Reihen, wenn nicht 
darin, dass bei jener der erste Werth der Unbekannten einigermaassen will- 
kürlich ist, was eher flir einen Gewinn gelten kann, da ein schicklich ausge- 
wählter Werth es erlaubt, die Verbessenmgen ausserordentlich zu beschleunigen. 
Setzen wir voraus, dass e ein genäherter Werth von E sei, und x die jenem 
hinzuzufügende (in Secimden ausgedrückte) Verbesserung, so dass der Werth 
(11) E=€-\-x unserer Gleichung genau Genüge thut. Man bereclme esin« in 
Secunden durch Logarithmen, und bemerke bei dieser Ausführung zugleich 
aus den Tafeln die Aenderung von log sin e für 1" durch die Variation 
von €, sowie die Veränderung des löge sin f für die Aendenmg einer Einheit 
in der Zalil e sin f ; diese Veränderungen mögen olme Rücksicht auf die Zeichen 
A, jt^ sein, wobei es kaum nöthig ist, daran zu erinnern, dass dabei jeder 
Logaritlunus durch gleich viele Decimalstellen ausgedrückt vorausgesetzt wird. 
Wenn nun schon e dem wahren Werthe von E bereits so nahe kommt, dass 
man die Veränderungen des Logarithmus des Sinus von « bis zu «-[-^7 
und die Veränderungen des Logarithmus der Zahl von 6 sin e bis zu c sin (e-^x) 
als einförmige annehmen kann, so lässt sich offenbar setzen: esin(/?+^) = 

Xx . . 

e sin « + , wobei das obere Zeichen filr den ersten imd vierten Qua- 

— fi 

dranten, das untere ftir den zweiten und dritten gilt, — Es sei daher £ -j- a: = 
il/ + c sin (« 4- x)y so wird x = — — (-3f + ß sin « — «) und der wahi-e Werth 

von E^ oder von 6-j-a: = il/-f-^süi*i — -r- {^ -\- e sin e — e) wobei die 

Zeichen in angegebener Weise bestimmt werden. Uebrigens sieht man leicht, 
dass ohne Rücksicht auf das Zeichen fi^i 1=1: e cos e und daher immer fi 
grösser als A, woraus geschlossen wird, dass im ersten und letzten Quadran- 
ten 3f -f- ß sin 6 zwischen e und « + iP , dass aber im zweiten und dritten 
€-\-x zwischen € und ilf-f-esin« liegt; eine Regel, welche uns der Beachtung 
der Zeichen überhebt. Weicht der vorausgesetzte Werth von « noch zu sehr 
von der Wahrheit ab, als dass die vorhin erwähnte Voraussetzung genau 
genug sein sollte, so wird man wenigstens durch diese Methode einen viel 
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näheren Werth finden, mit welchem man die nämliche Operation noch einmal 
mid so oft es nöthig scheint, zu wiederholen hat. Es ist ohne Weiteres 
klar, dass, wenn der Unterschied des ersten Werthes für e vom wahren, als 
eine Grösse der ersten Ordnung angesehen wird, der Fehler des neuen Werthes 
zur zweiten Ordnung gehört und durch Wiederholung der Operation zur vierten, 
achten etc. Ordnung heruntergebracht wird. Desto kleiner überdies die Excen- 
tricität ist, desto schneller werden die successiven Verbessenmgen convergiren. 

12. 

Ein genäherter Werth für E^ von welchem man bei der Rechnung 
ausgehen kann, wird gemeiniglich zur Hand sein, besonders falls die Aufgabe 
für mehre Werthe von M zu lösen ist, von denen einige schon absolvirt sind. 
In Ermangelung aller anderen Hülfsmittel constirt aber wenigstens soviel, dass E 
zwischen den Grenzen M und M^ e liegen muss (wo e die in Secunden aus- 
gedrückte Excentricität bezeichnet und wobei das obere Zeichen im ersten imd 
zweiten Quadranten, das untere im dritten und vierten genommen wird). Es 
kann daher flir den Anfangswerth von E entweder -3f, oder ein Werth ange- 
nommen werden, der nach irgend welcher Schätzung vermehrt oder vermindert 
ist. Kaum braucht erwähnt zu werden, dass die erste Rechnung, sobald man (12) 
von einem wenig genauen Werthe ausgeht, keine ängstliche Genauigkeit erfordert, 
und dass kleinere liOgarithmentafeln, z. B. die von Lalande, völlig ausreichen. 
Ausserdem kann man zur Bequemlichkeit der Rechnung immer solche Werthe 
für € wählen, deren Sinus aus den Tafeln selbst ohne Interpolation sich ent- 
nehmen lässt, z. B. in Minuten oder in vollen Zehnem der Secunden, je 
nachdem die angewandten Tafeln in Minuten, oder von zehn zu zehn Secunden 
fortschreiten. Uebrigens kann Jeder leicht diejenigen Modificationen entwickeln, 
welche jene Vorschriften fUr den Fall erleiden, dass die Winkel in der neuen 
Decimaleintheilung ausgedrückt sind. 

13. 

Beispiel: Es sei die Excentricität dieselbe wie im Beispiel zu Art. 10. 
il/=332*28'54"77. Hier ist daher log e in Secunden = 4,704 1513 und 
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deshalb e= 50600"= 14' 3' 20". Da nun hier E kleiner sein muss als M, so 
setzen wir zur ersten Rechnung « = 326°, wofür man aus den kleinem Tafeln 
erhält: 

log sin £ . • . . 9,747 56 n^ VeränderuDg für 1'. . .19, also X= 0,812 

log ein See, .4,70415 
4,4517171 

hieraus esine = 28295" = V 51' 35" Veränderung dei Logarithmus ffir eine Tafel- 

- einheit, die hier 10" begleicht, ...15,25; also 

ifi + 6 Sin £ 324 37 20 ^^ — 1^525 

Differirt von b um l'22'40" =4960% folglieh -?^ X 4960" 

l,21o 

= 1276" = 21' 16". Hiermit wird der verbesserte Wertb von E = 324' 37' 20"— 

21' 16" = 324" 16' 4", mit welchem man die Rechnung nach grösseren Tafebi 

wiederholt. 

log sin £ . . .9,766 4112 « 1 = 29,25 

löge 4,7041513 

4,4705625« ^=146 

6 sin c = — 29550" 34 = — 8' 12' 30" 34 

-¥ 4- e sin c 324' 16' 24" 43 

Differirt von c mn — 20" 43. Multiplicirt man diese 

Differenz durch — = -* . , so erhält man — 5" 12 und daher ist der 

fi — A IIb, 75 

aufs Neue verbesserte Werth flir E= 324° 16' 24" 43+5" 12 = 324' 16' 29" 55, 

innerhalb 0" Ol genau. 



(13) 14. 

Zur Bestimmung der wahren Anomalie und des radius vector aus der 
excentrischen Anomalie geben die Gleichungen des Art. 8 mehre Methoden an 
die Hand, von denen wir die vorzüglichsten erläutern wollen. 

I. Nach der gewöhnlichen Methode wird v durch die Gleichung VII 
und dann r durch die Gleichung II bestimmt. Auf diese Weise steht das 
Beispiel des vorhergehenden Artikels, wenn man den flir p in Art. 10 gege- 
benen Werth beibehält, so: 
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f E= 162" 8' 14" 75. log e 9,389 7262 

log taug \ E 9,508 2198 n log cos v 9,849 6597 

logtang(45"— |y) ,.9,8 91 2427 9,239 3859 

log tang|^; 9,616 9771 n e cos v = 0,173 5345 

^v = 157'30'41"50 log p 0,3954837 

e; = 315 1 23,00 log (l + ecos^;) . . 0,069 4959 

log r 0,325 9878 

II. Kürzer ist folgende Methode, wenn melu-e Orte zu berechnen sind, 
tiir welche man die constanten Logarithmen der Grössen V^a (1 -j- c), V^a (1 — e) 
nur einmal zu berechnen braucht. Aus den Gleichungen V imd VI erhält man 

%m\v\/r = sin|^ya(l + e) 

cosY^;|/r = cosf-£^l/a(i — e) 

wodm-ch \v imd log]/r sclmell bestimmt werden. Im Allgemeinen wird 

allerdings — sobald man PsinQ = -4, PcosQ = B hat — Q dui'ch die 

A . . A B 
Formel tang Q = -^ gefimden, und dann ist hiemach P = . q oder P = ^ 

Die Erstere wendet man an, weim sin Q gi-össer als cos Q ist; die zweite, 
wenn cos Q grösser als sin Q ist. Gemeiniglich schliessen die Aufgaben, bei 
welchen man zu solchen Gleichungen gelangt, (wie dieselben denn in 
diesem Werke sehr häufig vorkommen) die Bedingung in sich, dass P eine 
positive Grösse sein muss, und dann >vu-d der Zweifel, ob Q innerhalb 
0** bis 180", oder von 180^ — 360° zu nehmen ist, von selbst beseitigt. Ohne 
das Vorhandensein einer solchen Bedingung aber bleibt diese Bestimmung 
imserem Ermessen überlassen. 

In unserem Beispiele haben wir e = 0,245 3162, 

log sin 1^ 9,486 7632 log cos | ^ 9,978 5434 n 

logVa(l + e). . 0,258 8593 logl/a(l— e). . . 0,150 1020 

Hieraus (14) 

log sin| v\/r. . 9,745 6225 \ woraus log tang^v = 9,6169771 n 
log cos jv|/r.. 0,128 6454 wj fv = 157" 30' 41" 50 

logcos^ V 9,965 6515 w v = 315 1 23,00 

logVr 0,162 9939 

logr 0,325 9878 

GAUSS, Theorie (L Beweg, d. Himmelsk. ^ 
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HI. Diesen iletliodeii filgen wir eine dritte hinzu, welche beinahe 

ebenso kurz, als die zweite, dieser aber da, wo die äiisserste Genauigkeit 

verlangt wird, meistens vorzuziehen ist. Zuerst wird nämlich r durch die 

Gleichung III, und sodann v aus X bestinmit. Unser auf diese Weise be- 
handeltes Beispiel steht dann so: 

log e 9,389 7262 log sin ^ 9,766 3366 n 

log cos/:; 9,909 4637 log 1/(1— e cos ^. . . . 9,951 7744 

9,2991899 9,8145622 7^ 

eco^E = 0,1991544 log sin jy 9,092 0395 

log a 0,422 4389 log sm^(v—E) 8,906 6017 7^ 

log(l— ecos^) ...9,9035488 H^—I^l = — 4°37'33"24 

v—E = — 9 15 6 48 
e; = 315 1 23 02 
Zur Priflung der Rechnung ist die Formel VIII oder XI sehr bequem, 
vorzüglich w^enn v und r durch die dritte Methode bestimmt sind. Hier folgt 
die Rechnung: 

log y sinTs. . . . 9,862 7878 n log sin E}/-^ 9,8145622 w 

log cos r/^ 9,986 5224 log cos | </) 9,996 6567 



logr 0,325 9877 



9,849 3102 7^ 9,811 2189 w 

log sin 2; 9,849 3102 n log sm^(v + E) 9,811 2189 n 



15. 

Da die mittlere Anomalie ilf, wie wir gesehen haben, durch v und cp 
vollständig bestinmit wird, und ebenso v durch M und r/, so ist klar, dass, wemi 
alle drei Grössen zugleich als veränderliche betrachtet werden, unter ihren 
difFerentialen Aenderungen eine Bedingungsgleichung Statt finden müsse, deren 
Erforschung nicht überflüssig erscheint. Indem man zuerst die Gleichung VII 

im Art. 8 differentiirt, erhält man -; — ^r^ = — ; differentürt man nun 

' sm E sm v cos <p ' 

auch die Gleichung XII, so folgt dM = (1 — ecosEjdE — miEco^cpdq). 

Eliminirt man aus diesen Differentialgleichungen dE^ so resultirt 
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j ,-- sm E {1—e cos E) , / • 7^ , sin E (l —e cos E)\ , n5\ 

aM= ; dv — (suiL co&(p-\ ^) dw ^^^' 

sinv V ^ ' cos 9 / ^ 

oder, falls man für sin E und flir 1 — e cos E ilire Wertlie ans den Gleichun- 
gen VIII und III substituirt: 

aa COS (f aa cos (p^ ^ 

oder endlich, wenn man jeden Coefficienten nur durch v und cp ausdrückt: 

1 nr cos(p^ , (2 + ecosv) sin v Cosopt , 

dM=-r-, — - — -2 de; — ^,, , ^ -^ — — dw 

(l-j-ecosv)^ (l-j-ecost?)^ ^ 

Betrachtet man umgekehrt v als eine Function der Grössen M und (p^ so erhält 

die Gleichung folgende Form: 

j aa cos <p j nr t (2 4- 6 cos v) sin y , 

dv = di¥H -^ d(p 

}*r ' cos (f ' 

oder durch Einführung von E statt v 

, aa cos 9 1 1 r I ^^ /n ry \ • r* i 

• dv = -djl-i (2 — ecosÄ — eejQmEdw. 



16. 

Der radius vector r wird durch v und 9 oder durch M und if> noch 
nicht vollständig bestimmt, sondern hängt derselbe überdies von p oder von a 
ab. Sein Differential besteht daher aus drei Gliedern. Durch Differentiation 
der Gleichung II im Art. 8 erhält man 

dr du , esint; , cosopcosv , 

— = — ^ + -T—. dv — ^r-j dcp 

r p ' 1 -(- e cos V 1 -j- e cos v ^ 

Setzt man hier — = 2 tang cp d cp^ (was aus der Differentiation der 

Gleichung I folgt) und drückt zufolge des vorhergehenden Artikels dv durch 
dM und d(p aus, so folgt nach den nöthigen Reductionen 

— = 1 — -ismgcpmivdM cosycost^d^), oder 

dr = — da + atangysint;d J/ — aco^cpco^vdcp 

Uebrigens beruhen diese, sowie die im vorhergehenden Artikel 
entwickelten Formeln auf der Annahme, dass v^ (p und M oder viel- 
mehr dt;, dcp und dM in Theilen des Radius dargestellt werden. Will 

man also die Veränderungen der Winkel v^ 9), M in Secunden aus- 

3* 
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drucken, so miiss man entweder diejenigen Tlieile der Formeln, welche dr, 
dcp oder dJ/ entlialten, durch 206264,8 dividiren, oder diejenigen, welche dr, 
dp oder da enthalten, durch dieselbe Zahl multipliciren. Es werden daher 
die Formeln des vorhergehenden Artikels, welche in dieser Beziehung homogen 
sind, einer Aenderung nicht bedürfen. 

17. 

(16) Wir wollen noch Einiges über die Untersuchung der gross ten 

Mittelpunktsgleichung hinzufügen. Zuvörderst ist von selbst klai-, 
dass der Unterschied zwischen der exccntrischen imd mittleren Anomalie 
ein Grösstes ist für E = 90°, wo er gleich e (in Graden u. s. w. ausgedrückt) 
ist; der radius vector in diesem Punkte ist = a; woraus v = 90^-\-q> und 
so ist die ganze Gleichung des Mittelpunkts = cp-^-e^ welche jedoch hier 
nicht ein Grösstes ist, weil der Unterschied zwischen v und E noch über (f 
hinaus anwachsen kann. Dieser Unterschied wird ein Grösstes für d{v — E) = 0, 
oder für dv = dE^ wo die Exentiicität offenbar als constant anzusehen ist. 

Da im Allgemeinen —. — = . „ . so erhellt bei dieser Annahme, dass in 

dem Punkte, wo die Differenz zwischen v und E ein Grösstes ist, sin?; = sin-K 
sein muss; wodurch man aus den Gleichungen VIII und III erhält: r = acosy; 
ecosE = 1 — cosy, oder cos-fc' = -{-taiigjq). Ebenso wird gefunden: cos?; = 
— tang ^ y, weshalb sein wird*): v = 90^+ arc. sin tang j (f^ E = 90** — 

arc. sin tangy^^, hieraus femer sin E = |/(1 — tsir\g\(p^) = — — j — ; so dass 

die ganze Gleichung des Mittelpimkts in diesem Punkte wird = 2 arc. sin tang y 9 

-}-2sin jyj/cos^), wobei der zweite Theil in Graden etc. ausgedrückt ist. In 

demjenigen Pimkte endlich, wo die ganze Gleichung des Mittelpimktes ein 

Grösstes ist, muss dv = dM werden und daher nach Art. 15, r = a|/cosy; 

hiemach wird 

__ 1 — cosqp j^ 1 — \/coB(p 1 — 008 <p tang^qj 

C0S2; = - , cosi^ — - — e(i^yco8(p) ~ 1 + 1/ cos <p' 



*) Auf diejenigen Maxima, die zwischen dem Aphel und dem Perihel liegen, braucht man keine 
Rücksicht zu nehmen, da sie offenbar von den zwischen Perihel und Aphel belegenen nur in den Zeichen 
yerschieden sind. 
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durch welche Formel man E mit der äussersten Genauigkeit bestimmen kann. 
Wemi E gefunden ist, so wird mittelst der Gleichungen X und XII die Gleichung 

des IVIittelpunktes 

^ . sin ^ <jp sin ^ , . jp 
= 2 arc. sm — ^ }- c sm j&. 

|/ C08<p 

Bei dem Ausdrucke der grössten IVIittelpunktsgleichung durch eine, nach 
den Potenzen der Excentricität fortschreitende Reihe, die mehre Schrift- 
steller abgehandelt haben, will ich mich hier nicht aufhalten. Als Beispiel 
wollen wir einen Conspectus der drei hier beti-achteten Maxima für die Juno 
hinzufügen, deren Excentricität nach den neuesten Elementen = 0,2554996 
angenommen ist. 



Maximum 


E 


E M 


V E 


V M 


E M 


90" 0' 0" 


14" 38' 20" 57 


14" 48' 11" 48 


29" 26' 32" 05 


v—E 


82 32 9 


14 30 54 Ol 


14 55 41 79 


29 26 35 80 


V M 


86 14 40 


14 36 27 39 


14 53 49 57 


29- 20 16 96 



18. 

In der Parabel würden die excentrische Anomalie, die mittlere Ano- (17) 
malie und die mittlere Bewegung = werden, und hier können also diese 
Begriffsbestinunimgen nicht zur Vergleichung der Bewegung mit der Zeit 
dienen. Jedoch bedürfen wir bei der Parabel zur Integrirung von rrdr eines 
Hülfswinkels überall nicht; denn es wird 

^<^^ = xSt^ = ^2tor/J" = |/>p(l+tang|Odtangits 

und daher: jrrdi; = |/ip(tang Yt;+ytangYt;^) + const. Wenn man die Zeit 

vom Durchgange durch das Perihel zu zählen beginnt, so wird die Constante 

= und man hat daher 

1 I W 18 2<ftV(l+iu) 
tang|^-+|tang}t;' = H"""^^ 

P 

durch welche Fonnel man t aus v und v aus t ableiten kann, sobald p und fj. 

bekannt sind. Statt p pflegt bei parabolischen Elementen der radius vector 

im Perihele, der = \p ist, angewandt und die Masse überhaupt vernachlässigt 
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ZU werden. Schwerlich wird es jemals möglich sein, die Masse eines solchen 
Körpers, dessen Bahn als Parabel bereclmet wird, zu bestimmen und in 
Wahrheit scheinen die Cometen nach den neusten und besten Beobachtungen 
eine so geringe Dichtigkeit und Masse zu besitzen, dass letztere als unmerklich 
angesehen und mit Sicherheit vernachlässigt werden kann. 



19. 

Die Auflösung der Aufgabe: aus der wahren Anomalie die Zeit ab- 
zuleiten und noch vielmehr die Auflösung des mngekehrten Problems, kann 
bedeutend durch eine Hulfstafel erleichtert werden, welche in sehr vielen astro- 
nomischen Büchern sich findet. Die bei weitem bequemste aber ist die Bar- 
ker 'sehe Tafel, welche auch dem ausgezeichneten Werke von Olbers (Abhand- 
lung über die leichteste und bequemste Methode die Bahn eines Cometen zu 
berechnen, Weimar 1797) angehängt ist. Dieselbe enthält ftir alle wahren 
Anomalien von bis 180° von fünf zu fünf Minuten den Werth des Ausdruckes 
75tangYi; -(- 25 tangy«^^ unter dem Namen mittlere Bewegung (motus medius). 
Wird daher die Zeit verlangt, welche der waln-en iVnomalie v entspricht, so 
braucht man nur die mit dem Argumente v aus der Tafel genommene mittlere 

150Ä; 
Bewegung durch — ^— zu dividiren, welche Grösse die mittlere tägliche Be- 

P\ 

wegung (motus medius diurnus) heisst; wenn dagegen aus der Zeit die wahre 

Anomalie berechnet werden soll, so muss man die in Tagen ausgedriickte Zeit 

150Ä; 
mit — 3— multipliciren, um die mittlere Bewegung zu erhalten, womit man die 

^ . 

entsprechende Anomalie aus der Tafel nimmt. Im Uebrigen entspricht offenbar 

einem negativen Werthe von v dieselbe mittlere Bewegung und Zeit, aber 
negativ genommen. Die nämliche Tafel dient daher ebensowohl für negative 
als liir positive Anomalien. Will man statt p lieber den Abstand im Peri- 
(18) hele ^p =: q benutzen, so wird die mittlere Bewegung ausgedrückt diu-ch 
Ä: 1/2812,5 ^ ^^^ ^^^ constante Factor i']/2812,5 gleich wdrd: 0,912 279 061 und 

dessen Logarithmus = 9,9601277069. Hat man die Anomalie v gefunden, 
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SO wird der radius vector durch die schon oben erwähnte Formel r = ^— j- 

cos \ v^ 

bestunmt.*) 



20. 

Durch Differentiation der Gleichung t^ng^v-{-jtfingjV^ = 2tkp \, erhält 
man, wenn alle Grössen v^ /, p als veränderliche behandelt werden, 



dv 



= 2lcp^dit—Ztkp^^p, oder dt; = -^^(l^— » ^% &p 



2co8^t?* ^ f ifi ,^ 2rr}/p 

Wünscht man die Veränderungen der Anomalie v in Secunden auszudrücken, 
so müssen auch beide Theile von dv auf diese Weise ausgedi-ückt werden, 
d. h. man muss für k den im Art. 6 gegebenen Werth 3548' 188 annelmien. 
Wenn nun überdies ftir p eingeftilu't wird \p = q^ so erhält die Formel die 
Gestalt 

dv = — - — ^ dt ttö- aq. 

wobei die constanten Logarithmen logÄ:|/2 = 3,7005215724; log3Ä;j/| = 
3,876 612 8315 zur Anwendung kommen. 

Femer wird durch die Differentiation der Gleichung 

r = -^ — ^ . 2 erhalten — = -^ 4- tang \vdv. 

oder wenn man Av durch d^ und d^ ausdi'ückt: 

dr ^/J 3iaangfy^\ . fej/ptang^t; ^^^ 

r \p 2?t]/p y i^ • ^.^ 

Der Coefficient von dp geht, wenn man für t den Werth aus v substituirt, über in 

COS V IcSXTVÜ 

= -^ — ; der Coefficient von dt aber wird = — f/— ; hieraus folgt dr = \ cos v dp 

-| y d^ oder, wenn man q für p einftihrt, 

dr = cosz;dg'H — y^ — d^ U^) 

Der hier anzuwendende constante Logarithmus ist log Ä |/ -1- = 8,0850664436. 



*) Eine zu diesem Artikel gehörende Bemerkung von Gauss in Nr. 474 der Astronomischen Nach- 
richten siehe Anhang. Anmerkung des Uebersetzers. 
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21. 

In der Hyperbel würden (f und E imaginäre Grössen werden, 
und man muss, um solche zu venneiden, an deren Stelle andere Hülfs- 
grössen einfülu-en. Den Winkel, dessen Cosinus = — ist, bezeichneten 

wir schon oben mit i// imd fanden den radius vector = 



2eco8^(t; — \ft) co8^(t;4-^) 
Die Factoren in dem Nenner dieses Bruches, co^\{v — \p) und cosy^r-f-^)^ 
werden einander gleich, wenn v = ist, der zweite verschwindet bei dem 
grössten positiven Werthe von r, der erste aber bei dem gi'össten negativen 

Werthe. Setzt man daher y-, — r-^ = w, so wird w = 1 im Perihel: es 

wäclist in infinitum, während v sich seinem Grenz werthe 180° — \p nähert; da- 
gegen nimmt es in infinitum ab, wemi v zu seinem anderen Grenzwerthe 
— (180° — V') zurückkelirt; so dass den entgegengesetzten Werthen für v die 
reciproken Werthe von w, oder, was dasselbe ist, solche Werthe entsprechen, 
deren Logaritlmien complementäre sind. 

Dieser Quotient u kann sehr bequem in der Hyperbel als Hiilfsgrösse 
angewandt werden; und mit ungefähr gleicher Concumität kann an seiner Stelle 
der Winkel fungiren, dessen Tangente ==tangY?;y—^Y ^^*' ^^^ ^^^^ ^^^ ^^" 
Verfolgung der Analogie mit der Ellipse, durch \F bezeichnen wollen. 

Auf diese Weise sammelt man leicht folgende Relationen zwischen den 
Grössen v, r, w, F^ wobei wir a = — 6 setzen, so dass h als positive Grösse 
herauskommt : 



I. 6 =pcotangi//'' 

l-f-ccosv 2cos J^(v— V') cös^(t;-f- V) 

III. tang|i^= tangl^l/;^^ = tang|r tanglV' = -^J^y 

^ 1 l/'_L^^ l-f-cos^cosv e-f-co8v 

QOsF 2v 'w^ 2 cos ^ (v — y) 008 \(v-\-^) 1 -f- e cos V 
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Wenn man von der Gleichung V auf beiden Seiten 1 abzielit, so folgt: 

In ähnlicher Weise wird, wenn man auf beiden Seiten 1 addirt: 
Vn. cos \v\/t= cos I F\/—j^^ ^ = cos i ^ V^^^i- 

Dividirt man VI durch VII, so kommt man zu III zurück; die Multi- 
plication ergiebt: 

VIII. r sin t; = ^ cotang t/^ tang F =h tang xjj tang F 

= |pcotangV/(t^— — )= i[h\migxp{u — —) 
Aus Combination der Gleichimgen II und V leitet sich leicht ab: 

IX. T(to^v = h{e—^^ = \h{2e—u—^) 



(20) 



X- - = K^-0 = iK<"+|)-2) 



22. 

Aus Differentiation der Formel IV folgt (wenn man V' als beständige 
Grösse anisieht) — = y (tang i (^^ + V) — tang -|(v — v)) d^ = "^ dw ; 

hieraus rrüiV = — r^ d«; oder, falls für r der Werth aus X substituirt wird: 

« tang V 



rrdü = 66 tang V (ie(l + — ) — — ) d« 



/' 



Integrirt man hierauf so, dass das Integral im Perihel verschwindet, 
so resultirt: 

rvAv = 66tangt//(ye(?^ ) — logw) = Ä:^yp.|/(14-//) = ittangV'|/6.l/(l+^) 

Hier ist der Logarithme ein hyperbolischer; will man daher Logarithmen aus 
dem Brigg'schen Systeme, oder allgemein aus einem Systeme anwenden, dessen 
Modulus = l ist, und die Masse (jl (von der wir annehmen, dass sie für einen 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. ^ 
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in der Hyperbel einherzieliendeii Körper unbestimmbar sei) vernachlässigen, 
so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an: 

(21) oder durch Einfiiluning von -F, 

Äetangi^— logtang(45'+ |i^) = -~ 

Wenn bei der Anwendung Briggsche Logarithmen vorausgesetzt werden, so 
haben wir \ogX = 9,637 7843 113 und logU' = 7,873 3657 527, aber man kann 
eine etwas grössere Genauigkeit erreichen, wenn die hyperbolischen Logarithmen 
immittelbar angewandt werden. Hyperbolische Logarithmen der Tangenten 
werden in mehren Tafel - Sammlungen angetroffen, z. B. in der Schul ze'schen, 
und in noch grösserer Ausdehnung bei ,, Benjamin ürsmus, grosser logarith- 
mischer Canon der Dreiecke^ Cöln 1624/^ wo sie von 10 zu 10 Secunden fort- 
gehen, üebrigens zeigt die Formel XI, dass den reciproken Werthen von w, 
oder den entgegengesetzten Werthen von F und v, auch entgegengesetzte Werthe 
von t entsprechen, weshalb gleiche Theile der Hyperbel die auf beiden Seiten 
gleich weit vom Perihel abstehen, in gleichen Zeiten beschrieben werden. . 

23. 

Benutzt man, um die Zeit aus der wahren Anomalie zu finden, die 
Hülfsgrösse w, so wird deren Werth am bequemsten durch die Gleichung IV 
bestinmit, worauf die Formel II sofort ohne neue Rechnung p aus r, oder 

r aus p giebt. Ist alsdann u gefunden, so giebt Formel XI die Grösse — 3 , 

b 
welche der mittleren Anomalie in der Ellipse analog ist, und mit N bezeichnet 

werde, und hieraus ergiebt sich die seit dem Durchgange durch's Perihel ver- 
flossene Zeit. Da der erstere Theil von N^ nämlich durch die 

A 7* 8111 17 

Formel VHI = -r-; wird, so kann die doppelte Berechnung dieser Grösse 

zur Prüfung der Schärfe dienen, oder es lässt sich, wenn man dies vorzieht, 
N ohne u in folgender Weise bestimmen: 

YTT T^ IttLng tfß Bin V , C08^(v — tff) 

2co8-J^(v-}- V)cos^(ü — tp) ^cos^(v4-V) 
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Beispiel. Es sei e = 1,2618820 oder «// = 37'35'0"; v = 18°51'0"; 
logr = 0,033 3585. Dann steht die Rechnung für «, p, b, N, t ao: 
logcosK«;— V/) 9,9941706 1 

4......... 033 3585 " = 'o !f 

i"o. nA.o.Ao. «« = 1,2537928 



log 2c 0,402 0488 

logj» 0,3746356 

logcotang v' 0,227 4244 

r 

]ogb 0,6020600 

log^ 9,4312985 

logsin« 9,5093258 

logÄ 9,637 7843 

Compl. log sin V 0,214 7309 

8,7931395 
Erster Theil von N= 0,0621069 
logM =0,0491129 

N =0,012 9940 

log;iA: 7,8733658 1 

ilogb 0,903 0900) 



Die andere Rechnung 

log (mm— 1) ... . 0,404 4793 
Compl. log« . . . 9,950 8871 

log;i 9,6377843 

logfe 9,799 9888 

8,793 1395 



logi^ 8,113 7429 

Differenz 6,9702758 

log< 1,143 4671 

t = 13,91448 



(22) 



24. 

Soll die Rechnung, mit hyperbolischen Logaritlmien geftllul; werden, 
so empfiehlt es sich, dabei die durch Gleichung III zu bestimmende Hülfs- 
grösse F zu brauchen, und hieraus N diurch XI zu suchen; der halbe 
Parameter wird aus dem radiiis vector, oder wechselsweise dieser aus jenem 
mittelst Formel VIII berechnet; der zweite Theil von N kann auf doppelte 
Weise ermittelt werden, nämlich durch die Formel : log hyp tang (45° -\--^F) 
oder dm-ch log hyp cos ^(ü — V') — log byp cosKw+v). Im üebrigen ist es 
klar, dass die Grösse N hier, wo il = 1 ist, im Verhältnisse von 1 : l grösser 

4* 
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heraus kommt, als bei der Anwendung von Brigg'schen Logaritlmien. Unser, 
auf diese Weise behandeltes Beispiel steht dann so: 

log tangl V 9,531 8179 

log tangl y 9,220 1009 

logtangii'' 8,751 9188 1^=3" 13' 58" 12 

löge 0,1010188 

logtangF 9,054 3366 

9,155 3554 C.loghypcos|(t;— v) = 0,01342266 
etangi^= 0,14300638 C.loghypcos|(t>+V/) = 0,12650930 

loghyptang(45°+Ai'')=0,113 08666 Differenz =0,113 08664 

N =0,029 91972 log iV 8,475 9575 

loffÄ; 8,2355814 1 

|log6 0,9030900/ P'^"""' ^'^°^*^^* 

log< 1,1434661 

t = 13,91445 



25. 

(23) Zm* Auflösung der umgekehi-ten Aufgabe, aus der Zeit die wahre 

Anomalie und den radius vector zu bestimmen — Avird zuerst aus l!^ = Ikb t 
durch Gleichung XI die Hülfsgrösse u oder F ermittelt. Die Auflösung 
dieser transcendenten Gleicliung geschieht durch Versuche, welche durch 
ähnliche KunstgriflFe abgekürzt werden können, wie die in Art. 11 auseinander- 
gesetzten. Wir setzen uns darüber liinweg, dies näher noch zu erklären; denn 
es scheint uns nicht der Mühe werth, diese Vorsclmften ebenso ängstlich aus- 
zufeilen, als die füi- die Ellipse, da der Fall der hyperbolischen Bewegung 
in den Himmelsräumen vielleicht kaum jemals sich zuträgt, imd da ausserdem 
alle Fälle, die vielleicht eintreten sollten, dm-ch eine andere, weiter unten 
auseinanderzusetzende Methode sich erledigen lassen. Nachdem man F oder u 
gefunden hat, wird daraus v durch Fonnel III, und sodann r aus II oder VIII 
bestinmit; bequemer werden noch v und r zugleich mittelst der Formel VI 
und VII eruirt, imd zur Prüfung der Rechnung kann man die eine oder die 
andere der übrigen Fonneln benutzen. 
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26. 

Beispiel. Wenn e und h so wie im vorhergehenden Beispiele bleiben, 
und <= 65,41236 ist, werden gesucht; v und r. Bei Brigg'schen Loga- 
rithmen hat man 

log« 1,815 6598 

log AÄ6"^.... 6,970 2758 

log J^^ 8,785 9356 ; N= 0,061 08514. 

Hieraus findet sich, dass der Gleichung 
N= Ae tang i?'— logtang(45-+ \ F) Genüge geleistet wird durch F= 25" 24' 27" 66 ; 
woraus nach Formel III: 
log tang|i^. . . . 9,353 0120 
log tangl V/ .... 9,531 8179 

logtanglv 9,8211941 also |i; = 33''31'29"89; y = 67" 2' 59" 78. 

Damach hat man ferner: 
C. log cos \ («+ V) 0,213 7476 1 ^.^ 

c.iogco4 t-v 00145197 f T'"^,:::r--:-TTZl 

■„gl........ 9,9725868 %'>«^(«-+ 4^ )-0,1992280 

logr 0,200 8541 

27. 

Wird die Gleichung IV so diflFerentiii't, dass w, ^'7 V zugleich als 
veränderliche behandelt werden, so kommt 

du sin V' d v -{- sin V d ^ rtang^ , ^^ rsini? , 

u 2co8^(v — f)^o%\(v-\-}p) p "'" pcos^ ^ 

Differentiirt man ebenso Gleichimg XI, so ergiebt sich unter den 
differentialen Veränderungen der Grössen u^ 1//, N folgende Relation: 

AN f \ fH y 1\ l^^ I («« — l)8in«/ , , 

-- = (i-e(l-^ ) )dz^ + -^5 ^-^dv^, oder 

A \2 ^ ' ««/ uJ ' 2Mcosy' ^' 

diV r , , rsini? , 

-r- = 1— dz^-^ — F dt^ 

X hu ' oco8f ^ 
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und hieraus erhalten wir, wenn du mittelst der vorhergehenden Gleichung 
eliminirt wird: 

AN rr , • /^ • ^\ rsinv , , 

-T- = rn d r -f- ( 1 -j ) -j d W. oder 

k bbtsingyj 'V p/ ocoayj ^' 

^^ ^ bb tangip jjy (^ ^ 6 \ sinrtangy/ . 

Xrr \r ^^ p J cos ip ^ 

k rr \ ' ?• / sm ^ ^ 



28. 

Wird Gleichung X differentiirt , und alles r, 6, e^ u dabei als 

veränderlich behandelt, auch ftü' de = ^ dip substituirt, und zugleich du 

mit Hülfe der zufolge des vorhergehenden Aiiikels z^vischen dN^ du^ dv^ be- 
stehenden Gleichung eliminii't, so folgt: 

dr = -j-doH s- ' dN 

b ' 2kur 



+ "23^ {(« + ^)smV/-(«— i-)8mi-} dv 



ftsinv 



Der Coefficient von dN geht durch Gleichung VIII über in —. — ; der 

Coefficient dv^ aber, wenn man aus Gleichung IV, u(simp — sini) = sin(v^ — v)] 

!/•.!• \ '/.IN i.x • j .. j^* 6 sin 11/ cos r «> cos t; 

— (8mi// + 8mvj = sm(V^ + r) setzt, wu'd verändert m: ■^ — = -^ , so 

w ^ ^ ' '' \r I / 7 cos^-^ sm^ ' 

dass man hat 

dr = ^ dö + T-r—- diV^+^^^— - dv^ 
b ' Asin^ ' sm^ ^ 

In so fem man N als eine Function von b und t betrachtet, wird 

dN = — dt — j.-r-db. Bei Substituirung dieses Werthes werden dr und 

ebenso im vorhergehenden Artikel dr, durch d^, d6, d^ ausgedrückt erhalten, 
üebrigens muss das, was schon oben erwähnt, auch hier wiederholt werden, 
(25) nämlich, dass wenn die Veränderungen der Winkel u und rp nicht in Theilen 
des Badius, sondern in Secunden ausgedinickt genommen werden, entweder alle 
Glieder, die dr, dxp enthalten, durch 206 264,8 zu dividiren, oder die übrigen 
durch diese Zahl zu multipliciren sind. 
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29. 

Da die in der Ellipse angewandten Htilfsgrössen y, E^ M in der 
Hj^erbel imaginäre Werthe erhalten, so wird es nützlich sein, deren Ver- 
bindung mit den reellen Grössen, die wir gebraucht haben, zu erforschen; wir 
fügen daher die vorzüglichsten Relationen hinzu, und bezeichnen die imaginäre 
Grösse }/ — 1 mit i. 

1 
sma)= e= 

^ COSIjß 

tang(45»— i<ip) = v\~ = «Vj^ = itangi V^ 

tangy = |cotang(45"' — i«jp)— itangCiö"— i9) = — -^ 
coB<p = itangV 

(p = 90° + nog(sm<p+icos</3) = 90"— ilogtang(45' + |V') 
ta«gi^ = etangii^=i^^ 

-'—f^= yCotangY^-}-ytangYi^= — icotangjP oder 
i{uu — 1) 



2u 



siaE = itangF = 

cotang E = y cotang jE — y tang jE= r-^ oder 

tang^=esin/--= ^'^;;^-/^ 

^«-^= ^= -^^5 i^= log(cos^+isin£0 = log| 

J5;= elogw = elogtang(45'-}-|iO 

nr TP • ET •! ie(uu — 1) iN 
M= E — esm^= ^loff^^ -r. = r- 

Die Logarithmen in diesen Formeln sind hyperbolische. 

30. 

Da sämmtliche, aus den logarithmisclien und tiigonometrischen Tafeln (26) 
genommenen Zahlen eine absolute Genauigkeit nicht zulassen, sondern bis auf 
einen gewissen Grad nm- genähert sind, so kann durch alle mit ihrer Hülfe 
angestellten Rechnungen die Wahrheit nm- genähert bekannt werden. In sehr 
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vielen Fällen geben zwar die gewöhnlichen Tafeln, die bis auf die siebente Stelle 
sicher sind (d. h. von der Walu'heit nirgends mehr oder weniger als eine halbe 
Einheit der siebenten DeciinalzifFer abweichen) eine mehr als hinreichende Ge- 
nauigkeit, so dass die unvermeidlichen In-thiimer von keiner Bedeutung sind. 
Nichtsdestoweniger kann es in besonderen Fällen vorkommen, dass die Fehler 
der Tafeln einen so verstärkten Einfluss äussern, dass man sich von einer sonst 
sehr guten Methode lossagen und eine andere wählen muss. Derai-tige Fälle 
können auch in den bis jetzt auseinandergesetzten Reclmungen passiren. Es 
wird daher am Platze sein, hier einige Untersuchungen über den Grad der 
Genauigkeit anzustellen, welchen die gewöhnlichen Tafeln bei diesen Rech- 
nungen erlauben. Da aber hier nicht der Ort ist, dieses filr den praktischen 
Rechner sehr wichtige Argument zu erschöpfen, so wollen wir die üntersuchimg 
so weit fuhi-en, dass es flir unsere Zwecke genügt und dass jeder, dem daran 
liegt, sie weiter ausfeilen und auf andere Operationen ausdelmen kann. 

31. 

Jeder Logarithme, Sinus, Tangente etc. (oder überhaupt jede aus den 
Tafeln entnommene irrationale Grösse) ist einem Irrthume unterworfen, der bis 
auf eine halbe Einheit der letzten Stelle steigen kann. Wii- bezeichnen diese 
Grenze des Irrthums mit co. die daher in den gewöhnlichen Tafeln 
= 0,000 00005 wird. Wenn ein Logarithmus etc. nicht unmittelbar aus den Tafeln 
genommen werden kann, sondern dm-ch Interpolation gefunden werden muss, 
so kann der Irrthmn aus einem doppelten Grunde noch etwas gi'össer werden. 
Erstens nämlich pflegt, so oft der Proportionaltheil nicht ein Ganzes (wenn 
man dabei die letzte Stelle als Einheit ansieht) ist, dafür das nächst gi'össere 
oder kleinere Ganze genommen zu werden. Man sieht leicht, dass aus diesem 
Grunde der In-thum sogar bis aufs Doppelte vennelui; werden könne. Auf 
diese Vermehrung des IiTthums nehmen wir aber hier überhaupt keine Rücksicht, 
da nichts im Wege steht, dem Proportionaltlieile noch die eine oder die andere 
Decimalstelle hinzuzufügen und es ist ohne Weiteres klar, dass der interpolirte 
Logarithmus, wenn der Proportionaltheil vollkommen genau wäre, keinem grösseren 
Irrthume unterworfen sein könne, als die unmittelbar in den Tafeln stehenden 
Logarithmen, insoweit es erlaubt ist, deren Aenderungen als gleicliförmige zu 
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betrachten. Die zweite Vermehrung des Irrthums entsteht daraus, dass eben 
letztere Voraussetzung nicht in aller Strenge wahr Lst. Aber auch diese Ver- 
mehrung vernachlässigen wir, da die Wirkung der zweiten und höheren Differenzen (27) 
in nahezu allen Fällen von keiner Bedeutung ist (vorzüglich wenn ftir die trigo- 
nometrischen Grössen die vortrefflichen Taylor'schen Tafeln angewandt werden), 
und mit leichter Mühe könnte man diesem Umstände Eeclmung tragen, wo 
jene Wirkung vielleicht etwas grösser sein sollte. Wir setzen daher für alle 
Fälle den grössten unvermeidlichen Irrthum der Tafeln = co, wenn nämlich 
das Argument (d. h. die Zahl deren Logarithmus, oder der Winkel dessen 
Sinus etc. verlangt wird) völlig genau ist. Ist aber das Argument selbst nur 
näherungsweise bekannt, und nimmt man an, dass dessen grösstmöglichem 
Irrthume die logarithmische u. s. w. Veränderung o) entspreche (welche durch 
Differentialrechnung sich bestimmen lässt), so kann der grösste Fehler des aus 
den Tafeln berechneten Logarithmen bis auf co-j-w steigen. 

Umgekehrt ist, wenn mit Hülfe der Tafeln das einem gegebenen 
Logarithmus entsprechende Argument berechnet wird, der grösste Irrthum des- 
selben derjenigen Veränderung gleich, welche der Veränderung lo im Loga- 
rithmus dann entspricht, wenn letzterer genau gegeben ist, oder welche der 
Veränderung des Logarithmus io-^-io entspricht, falls der Logaritlmius selbst 
bis zum Belaufe von o) fehlerhaft sein kann. Kaum braucht erwähnt zu 
werden, dass co und w! das nämliche Vorzeichen erhalten müssen. 

Wenn mehre, nur innerhalb gewisser Grenzen genaue Grössen addirt 
werden, so wird der grösste Irrthum der Summe gleich sein der Summe der 
einzelnen grössten, mit dem nämlichen Zeichen versehenen Irrthümer; weshalb 
denn auch bei der Subtraction von nur genähert richtigen Grössen, der grösste 
Irrthum in der Differenz gleich der Summe der einzelnen grössten Irrthümer 
sein wird. Bei der Multiplication oder Division einer nicht absolut genauen. 
Grösse wird der grösste Irrthum in demselben Verhältnisse vermehrt oder ver- 
mindert, wie die Grösse selbst. 

32. 

Wir gehen nun zu der Anwendung dieser Grundsätze auf die nützlichsten 
der oben entwickelten Operationen über. 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. HimmeUk. «^ 
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I. Wenn man bei der elliptischen Bewegung zur Berechnung der 
wahren Anomalie aus der excentrischen die Formel VII des Art. 8 anwendet, 
und voraussetzt, dass (p und E als genau gelten, so kann beim log tang (45*' — \ ip) 
und beim log \m\g\E der Irrthum io begangen werden und mithin in der 
Differenz = log tang |v der Irrthum 2a>; also wird der grösste, bei Bestimmung 

des Winkels J-v zu begehende Irrthum sein , ' ^ . = ~~öt~~^ wobei X 

den modulus der zu dieser Berechnung angewandten Logaritlmien bedeutet. — 
Der Irrthum daher, dem die wahi-e Anomalie v unterworfen, wird in Secunden 

ausgedruckt = t — 206 265" = 0"0712 sinv, wenn Brigg'sche siebenstellige 

(28) Logaritlmien angewendet werden, so dass man immer innerhalb 0"07 über den 
Werth von v gewiss sein kann; bei Benutzung kleinerer nur ftinfstelliger Tafeln 
kann der Irrthum bis auf 7" 12 gehen. 

II. Wird e cos E mit Hülfe von Logarithmen berechnet, so ist ein 
Irrthum möglich bis zu ; und demselben Irrthum wird auch die 

Grösse 1 — e cos E oder — unterworfen sein. Bei Berechnung des Loga- 
rithmus dieser Grösse kann mithin der Irrthiun steigen bis auf (l-|-<y)«>, 
wo (T die positiv genommene Grösse yzz e bezeichnet. Bis zu derselben 

Grenze {1-^-0)0) geht der beim logr mögliche Irrthum, wenn nämlich der 
loga als genau gegeben angesehen wird. So oft die Excentricität klein ist, 
so ist die Grösse J immer in enge Grenzen eingeschlossen, wenn aber e wenig 
von Eins verschieden ist, so bleibt 1 — ecosE selir klein, so lange E klein 
ist; es kann daher dann ^ zu einem nicht zu vernachlässigenden Betrage an- 
wachsen, weshalb in diesem Falle die Formel III des Art. 8 weniger geeignet 

sein würde. — Die Grösse J lässt sich auch so ausdrücken: = 

r 

— * ; eine Formel, die noch klarer zeigt, wann man den Irrthum (1 -f- J) co 

vernachlässigen darf. 

III. Wendet man die Formel X des Art 8 zur Berechnung der wahren 
Anomalie aus der excentrischen an, so ist logj/ — dem Irrthume (j + 7<y)tü 
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wenig Verschieden ist, wie die nachfolgende Tafel zeigt, die für einige Werthe 
von e den grössten Werth jenes Ausdrucks darstellt. 



e 


grösster Irrihnm 


e 


grösster Irrthum 


e 


grösster Irrtham 


0,90 


0"42 


0,94 


0"73 


0,98 


2"28 


0,91 


0,48 


0,95 


0,89 


0,99 


4,59 


0,92 


0,54 


0,96 


1,12 


0,999 


46,23 


0,93 


0,62 


0,97 


1,50 







V. In der hyperbolischen Bewegung kann, wenn v nach Formel III 
des Art. 21 aus genau bekanntem F und yj berechnet wird, der Irrthum bis zu 

— .206 265" steigen; wenn es aber durch die Formel tang|y= i ^^^ — j- 

berechnet wird und u sowohl als tfj genau bekannt sind, so wird die Grenze 

des Irrthums um j grösser werden, nämlich = — r • 206 265" = 0"09 sin v 

(bei sieben Stellen). 

VI. Wird vermittelst der Formel XI des Art. 22 die Grösse —r- = ^ 

mit Hülfe Brigg'scher Logarithmen berechnet , und gelten e und u , oder 

e und F als genau bekannt, so wird der erste Theil dem Irrthume o" 

unterworfen sein, wenn er in der Form — ^^ ö — — i oder dem Irrthume 

(30) Q , wenn er in der Form von jrleu — -^— bereclmet ist, oder dem 

Irrthume Secotangi^^, wenn die Form letongF benutzt ist, falls man dabei 
den in log l oder log j k begangenen Irrthum vernachlässigt. Im ersten 

Falle kann der Irrthum auch durch 5ecütanfi:i^, im zweiten durch ^ 

ausgedrückt werden, woraus man sieht, dass im dritten Falle der Irrthum immer 
der kleinste von allen ist, er aber im ersten und zweiten grösser sein wird, 
je nachdem u oder -ju grösser oder kleiner als 2, oder je nachdem +7^^ grösser 
oder kleiner als 36^52' ist. Der zweite Theil von N wird aber stets dem 
Irrthum (o unterworfen sein. 

Vn. Umgekehrt ist klar, dass, wenn u oder F aus N durch 

Versuche bestimmt wird , u dem Irrthume (w + 5 e w tang F) j^ oder 
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(o) -| ^ j -j-^ unterworfen sein werde, je nachdem man das erste Glied in 

dem Werthe für N entweder in Factoren oder in Theile zerlegt anwendet; 
F aber unterliegt dem Irrthume (co + SecotangF) g-^. — Die oberen Zeichen 
gelten nach dem Perihele, die unteren vor dem Perihele. Substituirt man 
daher hier j^j ^^ aIj ^^^^ ^ Jn^ ®^ ergiebt sich der Einfluss dieses Irrthums 
auf die Bestimmung von v, der deshalb sein wird: 

66tang^(l+5etang-F)<ö , &6tang^(l-|-36 8ecF)o> 
Irr krr ' 

falls die Htüfsgrösse u angewendet ist. — Braucht man dagegen F^ so wird 
diese Einwirkung 

6&tang^(l+36tangi^)<ö <o Ul^ecosv)^ , 36sinü(l-[-eco8t?) 1 

krr l \ tangy* — tang^' j 

Der Factor 206265" muss hinzugefügt werden, um den Irrthum in Secunden 
auszudrücken. Offenbar kann dieser Irrthum nur dann als beträchtlich sich 
ergeben, wenn der Winkel tp klein, oder e um ein Weniges grösser als 1 
ist Hier folgen die grössten Werthe dieses dritten Ausdrucks für einige 
Werthe von e bei Benutzung siebenstelliger Decimalen: 



e 


gTö88ter Irrthum 


1,3 


0"34 


1,2 


0,54 


1,1 


1,31 


1,05 


3,03 


1,01 


34,41 


1,001 


1064,65 



Diesem, aus einem irrthUmlichen Werthe von F oder u entstandenen Irrthume (31) 
muss man noch den in V bestimmten Irrthum hinzufligen, um die ganze Un- 
sicherheit von V zu erhalten. 

VIII. Wenn die Gleichung XI im Art. 22 mit HtQfe hjrperbolischer 
Logarithmen aufgelöst, und dabei F als Hülfsgrösse gebraucht wird, so findet 
man die Wirkung des bei dieser Operation in der Bestimmung von v möglichen 
Irrthums durch eine ähnliche Betrachtung 

(l-|-ecost?)^a>' •, 3e8inv(l -f-ßcosvjoo 

tangy* — Atangy' ' 
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wobei ixl die grösste Unsicherheit in den Tafeln der hyperbolischen Logarith- 
men bezeichnet. Der zweite Theil dieses Ausdruckes ist identisch mit dem 
zweiten Theil des in VII behandelten Ausdruckes, der erste Theil aber ist im 
Verhältnisse von Aw : w kleiner, als der erste in jenem Ausdrucke, d. h. im 
Verhältnisse von 1 zu 23, wenn man die Ursinus'sche Tafel allenthalben als 
bis zur achten Stelle sicher oder oi = 0,0000 0000 5 voraussetzen dürfte. 

33. 

Die oben behuf Bestimmung der walu'en Anomalie aus der Zeit*) 
oder umgekelirt auseinandergesetzten Methoden erlauben daher nicht alle 
wünschenswerthe Schärfe bei denjenigen Kegelschnitten, deren Excentricität 
von der Einheit nur wenig verschieden ist, d. h. bei Ellipsen und Hyperbeln, 
die der Parabel sehr nahe kommen, und es würden mithin die unvermeidlichen 
Irrthümer, die sich steigern, je mehr die Bahn zur Aehnlichkeit mit der Parabel 
neigt, zuletzt alle Grenzen überschreiten. Die mehr als siebenstelligen Tafeln 
würden diesen Irrthum zwar vermindern, ihn aber nicht aufheben und auch 
nicht verhindern, dass er nicht alles Maass dann überschreitet, sobald die 
Bahn gar zu nahe an die Parabel herankommt. Ausserdem werden in diesem 
Falle die obigen Methoden recht beschwerlich, weil ein Theil derselben 
indirecte, häufig wiederholte Versuche erfordert, und das Widrige dieser 
Unbequemlichkeit wird durch Anwendung grösserer Tafeln noch vermehrt. 

Es wird deshalb sicher nicht überflüssig sein, eine besondere Methode zu 
bearbeiten, durch welche man in solchem Falle jene Unsicherheit vermeiden, 
und allein mit Hülfe der gewöhnlichen Tafeln eine hinreichende Genauigkeit 
erlangen kann. 

(32) 34. 

Die gewöhnliche Methode, durch welche man jenen Unbequemlichkeiten 
eine Abhülfe zu schaflfen pflegt, stützt sich auf folgende Grundsätze. Es möge 



*) Da die Zeit den Factor a' oder 6* enthält, so wird der bei M oder N begangene Irrthum um 



P P 

80 erheblicher vermehrt, je grÖBBer a = -—=- — oder b = — ^— r- wird. 
* -^ * 1—ee cc— 1 
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in einer Ellipse oder H3rperbel, deren Excentricität e, halber Parameter p und 

daher Abstand im Perihel = . ? =^ q ist, der Zeit nach dem Perihele t^ 

die wahre Anomalie v entsprechen; es entspreche femer derselben Zeit in der 
Parabel (deren halber Parameter = 2(7, oder deren Abstand im Perihel = q) die 
wahre Anomalie w, mid die Masse fi soll in beiden Fällen entweder vernach- 
lässigt werden oder gleich sein, so hat man offenbar: 

J(l + eco8t;)» • J (l^cosw)' ^^' ^ ^^' 
wenn die Integrale mit v = imd w = beginnen, oder 

(l+e)^dt? _ r 2dw 



r (l+e)^dt? _ r 2dw 
J (l-feco8t;)'l/2 ~ J (l + cosu?)"' 



1 — fi 



Wenn man . . mit a, tang -j v mit 0^ bezeichnet, so wird das erstere Integral 

gefunden = 

l/(l+«)-(*+T*'(l — 2«)— f^'(2a— 3aa)+|;?' (3««— 4a')— etc.) 
das zweite = taug -^w-^- ^ tang jW^. Aus dieser Gleichung lässt sich mit 
Hülfe unendlicher Eeihen leicht w aus a und v, oder v aus a und w bestimmen. 
Statt a kann man auch, falls man das vorzieht, 1 — e = zr—i — = ^ einführen. 

Da für a = oder J = , offenbar v = w wird , so erhalten diese Reihen 
folgende Form: 

w = v + dv +(f^v" +rv" + etc. 

v = w + ^w+ (f^w"-i^ (^' V)" + etc. 
wo v', v\ v'" etc. Functionen von v; und w\ w'\ w" etc. Functionen von w 
sind. Ist d eine sehr kleine Grösse, so werden diese Reihen schnell convergiren 
und wenige Glieder hinreichen, um w aus v, oder v %xia w zu bestimmen. Aus 
w wird /, oder w aus t auf dieselbe, schon oben für die parabolische Bewegung 
erklärte Weise gefunden. 

35. 

Die analytischen Ausdrücke der drei ersten Coefficienten der zweiten 
Reihe w\ v)\ w" hat Bessel entwickelt, und zugleich filr die numerischen 
Werthe der beiden ersten w\ w" eine Tafel hinzugefügt, die nach einzelnen 
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Graden des Argumentes w constmirt ist (von Zach Monatl. Correspondenz, 
vol. XII, p. 197). Für den ersten Coefficienten w' gab es schon früher eine 
(33) von Simpson berechnete Tafel, die dem oben erwähnten Werke von Olbers 
angehängt ist. In sehr vielen Fällen kann durch diese Methode mit HtQfe 
der BesseTschen Tafel die wahre Anomalie aus der Zeit mit hinreichender 
Genauigkeit bestimmt werden; was noch zu wünschen übrig bleibt, reducirt 
sich etwa auf folgende Momente: 

I. Bei der umgekehrten Aufgabe, nämlich bei Bestimmung der Zeit 
aus der wahren Anomalie, muss man seine Zuflucht zu einer gleichsam indirecten 
Methode nehmen und w aus v durch Versuche ableiten. Um dieser Unbe- 
quemlichkeit zu begegnen, müsste die erstere Reihe auf dieselbe Weise be- 
handelt werden, wie die zweite, und da man leicht sieht, dass — v dieselbe 
Function von v ist, als w von t^, so dass eine Tafel für v) nur mit geänderten 
Zeichen für v dienen könnte, so würde nur noch eine Tafel für v" erforderlich 
sein, damit jede der beiden Aufgaben mit gleicher Schärfe gelöst werden könnte. 

IL Es können in der That bisweilen Fälle vorkommen, wo zwar die 
Excentricität von der Einheit wenig abweicht, so dass die obigen allgemeinöa 
Methoden keine hinreichende Genauigkeit gewähren, wo jedoch diese Abweichung 
noch zu stark ist, als dass man die Einwrkung der dritten und höheren 
Potenzen von (T bei der besonderen vorhin dargestellten Methode mit Sicherheit 
vernachlässigen dürfte. Namentlich bei der hyperbolischen Bewegung sind solche 
Fälle möglich, wo, man mag nun jene Methoden oder diese anwenden, ein 
Irrthum von mehren Secunden sich nicht vermeiden lässt, wenn man nur die 
gewöhnlichen siebenstelligen Tafeln braucht. Mögen nun auch derartige Fälle 
in der Praxis selten eintreten, so könnte es doch als ein Mangel erscheinen, 
wenn nicht in allen Fällen die wahre Anomalie innerhalb 0"! oder wenig- 
stens 0"2 sicher sich bestimmen liesse, falls nicht grössere Tafeln benutzt 
werden, die jedoch bekanntlich ziemlich selten sind. Ich hoffe daher, man 
werde die Auseinandersetzung einer besonderen Methode nicht für gänzlich 
überflüssig halten, deren ich mich schon lange bedient habe, und die sich 
auch in der Hinsicht empfiehlt, weil sie keineswegs auf Excentricitäten be- 
schränkt ist, die nur wenig von der Einheit abweichen, sondern mindestens 
in dieser Hinsicht eine allgemeine Anwendung erlaubt. 
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36. 

Bevor ich mit Auseinandersetzung dieser Methode beginne, wird es 
angemessen sein, zu bemerken, dass die Unsicherheit der obigen allgemeinen 
Methoden bei den zur Aehnliclikeit mit der Parabel hinneigenden Bahnen von 
selbst aufhört, sobald E oder F zu einer beträchtlichen Grösse anwachsen, 
was zwar erst in grossen Entfernungen von der Sonne Statt findet. Um dies 
zu zeigen, wollen wir den grössten in der Ellipse möglichen In-thum, den wir 
im Art. 32, IV. 



3 ot) e a sin t? 



.206 265" 



fanden, so ausdrücken 



^.(1 — e COS JE)' ' 



L(l — ecosJE)' 

woraus von selbst erhellt, dass der Irrthum stets in enge Grenzen eingeschlossen (34) 
ist, sobald E einen beträchtlichen Werth erreicht, oder sobald cos E sich von 
der Einheit mehr entfernt, wie gross auch die Excentricität sein möge. Dies 
wird noch deutlicher durch die folgende Tafel erscheinen, in welcher ich den 
grössten numerischen Werth jener Formel für einige bestimmte Werthe (mit 
sieben Decimalen) bereclmet habe: 



E= 10" 


Grösster Irrthum 


= 3"04 


20 




0,76 


30 




0,34 


40 




0,19 


50 




0,12 


60 




0,08 



Auf ähnliche Weise verhält sich die Sache in der Hyperbel, ^vie sogleich 
klar wird, wenn der in Art. 32, VII gegebene Ausdruck unter die Form 



gebracht wird 



0? coB F (cos F'\- 3 e sin F) ]/ (ee — 1) ^ ^g.,, 
l(e — cosi^' 



Die grössten Werthe dieses Ausdruckes für einige bestimmte Weithe von F 
zeigt folgende Tafel: 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelak. 6 
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F 


u 


Gröaster Irrtham 


10' 


1,192 


0,839 


8"66 


20 


1,428 


0,700 


1,38 


30 


1,732 


0,677 


0,47 


40 


2,144 


0,466 


0,22 


50 


2,747 


0,364 


0,11 


60 


3,732 


0,268 


0,06 


70 


5,671 


0,176 


0,02 



So oft daher E oder F über 40*^ oder 50° hinausgeht (ein Fall der jedoch in 
wenig von der Parabel verschiedenen Bahnen nicht leicht vorkommen wird, 
weil die in solchen Bahnen einherziehenden Himmelskörper in so grossen 
Entfernungen von der Sonne sich meistens unserem Blicke entziehen), so wird 
kein Grund zur Verlassung der allgemeinen Methode vorliegen. Uebrigens 
würden auch in einem solchen Falle die im Art. 34 behandelten Reihen zu 
langsam convergiren. Es kann also keineswegs als ein Mangel der jetzt 
auseinanderzusetzenden Methode gelten, wenn sie vorzugsweise solchen Fällen 
angepasst ist, wo E oder F massige Werthe nicht überschreiten. 

37. 

(35) Ich nehme die bei der elliptischen Bewegung zwischen der excentrischen 

Anomalie und der Zeit bestehende Gleichung 

^;_esin^=MAl+/l) 



wieder vor, wobei E in Theilen des Radius ausgedrückt sein soll. Den Factor 
|/(l+/tt) will ich von jetzt an vernachlässigen, da, wenn je ein Fall eintreten 
sollte, wo man seine Berechnung in der Gewalt hätte und solche der Mühe 
werth sein sollte, das Zeichen t nicht die Zeit selbst nach dem Perihele, son- 
dern diese Zeit durch j/(l+iw) multiplicirt ausdrücken müsste. 

Ich setze femer den Abstand im Perihele = q und führe für E und 
fiir sin E die Grössen JF— sin E und E—-^^ (E—sin E) = ^E+^ sin E ein. 
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Den Grund, weshalb ich vorzugsweise diese Bezeichnung wähle, wu'd der 
aufinerksame Leser von selbst aus dem Nachfolgenden entnehmen. Auf diese 
Weise nimmt unsere Gleichung folgende Form an: 

So lange E als eine kleine Grösse der ersten Ordnung angesehen wird, so 
wird YöE-\--^BmE=E — -^E^ -{-j-^^E^ — etc. eine Grösse der ersten Ord- 
nung sein, dagegen E — sin E = jE^ — y^E^-^- j^ E'' — etc. eine Grösse der 
dritten Ordnung. Setzt man daher 

6 iE - sin E) _ . ^E+^sinE _ p 

so wird 4-4 = jK^ — äV-^* — 5^4ö^^ — ^*^' ^^^® Grösse der zweiten Ordnung 
und 5= l+y^J^* — etc. von der Einheit lun eine Grösse der vierten 
Ordnung verschieden sein. Unsere Gleichung wird daher: 

\-t\\ 
2 

Durch die gewöhnlichen trigonometrischen Tafeln kann man zwar ^-£'+^sin£' 
mit hinreichender Genauigkeit berechnen, nicht aber E — sin^, sobald E 
ein kleiner Winkel ist, und es können mithin auf diesem Wege die Grössen 
A und B nicht hinreichend genau bestimmt werden. Dieser Schwierigkeit 
würde aber eine besondere Tafel Abhülfe schaffen, welcher man mit dem 
Argumente E entweder B oder den log B entnehmen könnte. Die zur Con- 
struction einer solchen Tafel nothwendigen Hülfsmittel werden sich jedem 
auch nur mittelmässig in der Analysis Bewanderten leicht darbieten. Mit 
Hülfe der Gleichung 

9£+8in£ . 

lässt auch |/-4 und sodann durch Formel [1] t mit aller wünschenswerthen 
Schärfe sich bestimmen. 

Hier folgt ein Probestück einer solchen Tafel, welche wenigstens die (36) 
langsame Zunahme des log-ß zeigen wird; es würde überflüssig sein, diese 
Tafel in grösserer Ausdehnung zu bearbeiten, denn weiter unten will ich 
Tafeln von einer weit bequemeren Form beschreiben: 



5(2(1 -e)^*+^(H-9e)^*) = Ä«(-i=^)^ [1] 



44 



Erstes Buch. Erster Abschnitt. 



E 


log 5 


E 


log 5 


E 


logJ5 


0" 


0,000 0000 


25" 


0,000 0168 


50° 


0,000 2675 


5 


00 


30 


0349 


55 


3910 


10 


04 


35 


0645 


60 


5526 


15 


22 


40 


1099 






20 


69 


45 


1758 







38. 

Es wird nicht nutzlos sein, das im vorhergehenden Artikel Vorgetragene 
diu'ch ein Beispiel zu erläutern. 

Die wahre Anomalie angenommen zu = 100", die Excentricität = 
0,967 64567, log ? = 9,765 6500. Die Rechnmig für E, B, A und t ist also: 
log tang|y 0,076 1865 

logV^ 9,107 9927 

logtanglii^ 9,1841792, mithin 1^=8° 41' 19 "32 und £=17" 22' 38" 64. 

Diesem Werthe von E entspricht der log B = 0,000 0040 ; ferner findet 
sich in Theilen des radius E = 0,303 2928, smE = 0,298 6643, imd daher 
^J^-f-Jjfsin/:;= 0,1514150, dessen log = 9,1801689 und daher log^* = 
9,1801649. Hieraus wird mittelst Formel [1] des vorhergehenden Artikels 
abgeleitet 

logXW^ 2,4589614 log^^^^(y^/ 3,7601038 

log^* 9,180 1649 log ^^ 7,5404947 

log 43,56386 = 1,639 1263 log 19,98014 = 1,3005985 

19,98014 

63,54400 = t 
Behandelt miui dasselbe Beispiel nach der gewöhnlichen Methode, so findet 
sich e sin E in Secunden = 59610" 79 = 16° 33' 30" 79 und daher die 
mittlere Anomalie = 0° 49' 7" 85 = 2947' 85. Hieraus und aus log k (^-^)* = 
1,666 4302 wird t abgeleitet = 63,54410. Der Unterschied, der hier nur der 
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YöoJö Theil eines Tages ist, kann leicht, wenn die Irrthümer conspiriren, um (37) 
das Drei- oder Vierfache grösser herauskommen. 

Uebrigens sieht man, dass allein mit Hülfe einer solchen Tafel für log B 
auch die umgekehrte Aufgabe in aller Schärfe sich lösen lässt, wenn man E durch 
wiederholte Versuche bestimmt, so dass der daraus berechnete Werth von t 
mit der Voraussetzimg übereinkommt. Diese Operation würde jedoch sehr be- 
schwerlich sein, weshalb wir jetzt zeigen wollen, auf welche Weise man eine 
Hülfstafel viel bequemer einrichten, alle vage Versuche überhaupt vermeiden 
und die ganze Rechnung auf eine durchaus concinne und rasche Zahlendarlegimg 
zurückführen kann, die nichts zu wünschen übrig lässt, 

39. 

Offenbar liesse sich etwa die Hälfte der behuf jener Versuche erforder- 
lichen Arbeit sparen, wenn man eine derartig eingerichtete Tafel besässe, dass 
daraus der log 5 unmittelbar mit dem Argumente Ä zu entnehmen wäre. 
Dann blieben drei Operationen übrig. Als erste eine indirecte, nämlich die 
Bestimmung von A so, dass es der Gleichung [1] Art. 37 Genüge thut; als 
zweite, die Bestimmung von E aus A und B^ welche direct, entweder aus der 

Gleichung E=2B {A^+-^A^, oder aus &mE=2B (^^—|-^*) geschieht; 
als dritte, die Bestimmimg von v aus E mittelst Gleichung VU, Art. 8. Die 
erste Operation werde ich auf eine rasche und von vagen Versuchen freie Be- 
rechnungsweise zurückführen; die zweite imd dritte aber werde ich in eine 
einzige zusammenziehen, indem ich unserer Tafel eine neue Grösse C einfüge, 
wodurch wir E überhaupt nicht nöthig haben, und zugleich für den radius 
vector eine elegante imd bequeme Fonnel erhalten. Ich werde das Einzelne 
in seiner Ordnimg jfcrlblgen. 

Zuerst forme ich die Gleichung [1] so um, dass man die Barker 'sehe 
Tafel zu ihrer Auflösung benutzen kann. Zu diesem Zwecke setze ich: 



A' = tanglt^V-j-pö^, 



woraus man erhält: 



75tang jt(; + 25tang|M;' = ^ ^Y ^ = -^, 

2Bq^ ^ 
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wobei die Constante 3~^ — mit a bezeichnet ist. Wäre daher B be- 

kaimt, so würde man w sofort aus der Bark er 'sehen Tafel nehmen können, 

wo sich die wahre Anomalie findet, der die mittlere Bewegung -g- entspricht. 

Aus w wird A abgeleitet durch die Fonnel A = ß tang y w^^ wo die Constante 

^ , ' mit ß bezeichnet ist. Wenn nun auch B erst durch A mittelst 
l-f-ye ' 

(38) unserer Hulfstafel bekannt wird, so lässt sich doch wegen seines sehr 
kleinen Unterschiedes von der Einheit voraussehen, dass w und A nur 
mit einem sehr kleinen Fehler behaftet herauskommen können, wenn im 
Anfange der Divisor B gänzlich vernachlässigt wird. Bestimmt man daher 
zuerst nur oberfläclilich w und A und setzt dabei -B = 1 , so wird man mit 
diesem genäherten Werthe von A aus unserer Hulfstafel die Grösse B 
finden, mit welcher man dieselbe Berechmmg genauer wiederholt. Gemeinig- 
lich wird dem so verbesserten Werthe von A ganz derselbe Werth von B 
entsprechen, der bei der ersten Annäherung gefunden war, so dass, — aus- 
genommen in den Fällen, wo der Werth von E schon recht beträchtlich 
war, — eine neue Wiederholung der Operation überflüssig erscheint. 
Auch wird es wohl kaum der Bemerkung bedürfen, dass falls vielleicht 
schon anfänglich ein genäherter Werth von B anderswoher bekannt geworden 
ist (was stets geschieht, wenn bei der Berechnung von mehren, nicht weit von 
einander entfernten Orten, der eme oder der andere schon seine Erledigung 
gefunden hat), man es vorziehen wird, diesen sogleich bei der ersten Annäherung 
zu benutzen. Auf solche Weise wird ein geschickter Rechner sehr häufig nicht 
einmal eine einzige Wiederholung der Eechnmig nöthig haben. Diese äusserst 
schnelle Annäherimg habe ich dadurch erlangt, dass B von Eins nur um eine 
Difi'erenz der vierten Ordnung sich entfernt, die überdies mit einem sehr kleinen 
nimierischen Coefficienten multiplicirt ist. Man sieht, wie jener Vortheil 
schon dadurch vorbereitet ist, dass wir die Grössen E — sin-B, j^E-^-j^miE 
anstatt der Grössen E und sin E eingeführt haben. 
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40. 

Da zur dritten Operation, nämlich zur Bestimmung der wahren Anomalie, 
der Winkel E selbst nicht erforderlich ist, sondern nur tang \ E oder vielmehr 
logtangjJ?, so hätte jene Operation mit der zweiten bequem verbunden werden 

können, wenn unsere Tafel immittelbar den Logarithmus der Grösse -y^ 

lieferte, die von Eins um eine Grösse der zweiten Ordnung verschieden ist. 
Ich will jedoch lieber unsere Tafel etwas anders einrichten, um durch eine 
kleine Ausdehnung die Interpolation doch noch viel bequemer zu erhalten. 
Schreibt man der Kürze wegen T für tangj-B^, so wird der im Art. 37 be- 
handelte Werth von -4, u^ i • p leicht umgeformt in 

. _ r— |r^+|r^ — yr^+fiT'— etc. 
^- i-vtr+Är»-Ar»+Är*-etc. 

wo das Gesetz der Progression klar ist. Hieraus wird durch Umkehrung der 
Reihen abgeleitet: 

~T ^^ y -4 "T TTl -^ + 525 ^ I 336 Wo -^ I 13138125 ^ I ^tC. 

A 
Setzt man also ^ = 1 — fu4+C, so wird C eine Grösse der vierten Ordnung (39) 

sein, durch deren Aufnahme in imsere Tafel, wir sogleich von A auf v mittelst 
der Formel: 

tangjt;- V y^_^^V i^^a^tC ~ y {l-^A + C) 

übergehen können, wobei ich durch y die Constante V-rxg— bezeichne. Auf 

diese Weise gewinnen wir zugleich eine sehr bequeme Berechnung fiir den 
radius vector. Es wird nämlich (Art. 8, VI) 



r 



_ gco8^£^ ^ g ^ a-i^+g)g 
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41. 

Jetzt ertibrigt nur noch die Zurüekführimg der umgekehrten Aufgabe 
(nämlich die Bestimmung der Zeit aus der waliren Anomalie) auf eine raschere 
Berechnungsart Zu diesem Zwecke will ich der Tafel eine neue Columne für T 

hinzufügen. Es möge daher zuerst T aus v mittelst der Fonnel ^= vx- tang \ ?•* 

berechnet werden; sodann wird aus der Tafel mit dem Argumente T sowohl A^ 
als log-B entnommen, oder (was genauer, ja auch bequemer ist) C und log-ß 

(1 -1-6') T 
und hieraus A nach der Fonne] A= iT.4y ? zuletzt wird aus A und B 

die Grösse / mittelst der Formel [1] Art. 37 bestunmt. Will man auch hier 
die Bark er 'sehe Tafel zu Hülfe nehmen (was jedoch bei dieser umgekehrten 
Aufgabe die Rechnung weniger erleichtert) so ist es nicht erforderlich, auf A 
Rücksicht zu nehmen, sondern man erhält sofort 



ta..gi« = -!55SÜ,/-i^^ 



und hieraus die Zeit /, wenn man die der wahren Anomalie w in der Bar- 
ker 'sehen Tafel entsprechende mittlere Bewegung mit — multiplicii-t. 



42. 

Eine Tafel, wie solche in dem Obigen geschildert ist, habe ich in einer 
schicklichen Ausdehnung construirt und sie diesem Werke angefügt (Tafel I). 
Auf die Ellipse bezieht sich allein der erstere Theil; den zweiten, die hyper- 
bolische Bewegung lunfassenden Theil, will ich weiter unten erklären. Das 
iVrgument der Tafel, welches die Grösse A ist, schreitet durch einzelne Tausend- 
(40) theile von bis 0,300 fort; es folgen log B und C, welche Grössen man 
als in 10 Milliontheilen, oder als zu sieben Decimalen ausgedrückt an- 
sehen muss, denn die ersten Ziffern, die den bezeiclmenden Zahlen voran- 
gehen, sind weggelassen. Die vierte Columne endlich enthält die Grösse T 
erst auf fünf, dann auf sechs Stellen bereclmet, eine Genauigkeit die völlig 
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(41) log tangj tu'... 0,138 5934 logtang|«; 0,069 2967 

logß 8,22 17364 logy 0,0028755 

logA 8,3603298 | Comp, log {l—jA-^-C) . . 0,004 0143 

A= 0,02292608 logtangiy 0,0761865 

hieraxis log ü ganz wie oben ; jv = 50"0'0" 

C= 0,0000242 V = 100" O'O" 

1 — j ^ + C = 0,981 6833 log .? 9,765 6500 

l-{-\A + C= 1,004 6094 2 Comp, log cosi?; 0,383 8650 

log(l— l^+C) 9,9919714 

Comp, log (1 + 1 ^ + (7) . . . . 9,998 0028 
log r 0,139 4892 

Wenn bei dieser Berechnung der Factor ß gänzlich vernachlässigt worden 
wäre, so würde die walu-e Anomalie nm- mit dem kleinen Irrthmn 0" 1 (zu gross) 
behaftet herausgekommen sein. 



44. 



Die hyperbolische Bewegung kann ich imi so kürzer absolviren, 
als dieselbe der oben für die elliptische Bewegimg vorgetragenen Methode ganz 
analog zu behandeln ist. Die Gleichung zwischen der Zeit t und der Hülfs- 
grösse u lässt sich auf folgende Form bringen: 

(e-l) (i^(^-v)+l^log^*) + (TV + A^) (i(«- v)-l^g") = *<^/' 

WO die Logarithmen hyperbolische sind, und yö (^ ) + T^^^g^^ ^^^ Grösse 

der ersten Ordnung, j (u ) — logu eine Grösse der dritten Ordnung, so- 
bald logw als eine kleine Grösse der ersten Ordnimg betrachtet wird. Setzt 
man also 



6 (^ iu-^)-logu) ^(«_i-)-f-JLiogM 



iö(u-^)-{-^\ogu 



= 4A, 



2yA 



= B, 
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SO wird A eine Grösse der zweiten Ordnung sein, B aber von der Einheit 
um eine Differenz der vierten Ordnung verschieden. Unsere Gleichung erhält 
dann folgende Form: 

B(2(e-l)A^+M'^ + 9e)A^) = kt(}^f [2] 

welche der Gleichimg [1] des Art. 37 ganz analog ist. Setzt man sodann 

(1 2 
, . j = T^ so wird T von der zweiten Ordnung sein, und durch (42) 

die Methode der unendlichen Reihen gefunden werden: 

A- 1_Ll/i_L^_ yj' «_ J3 4__i.^l_6_ A* 2S744 /fS I p4.^ 

y -^1^5-^1^175^-^ 5 2 5-^ ^^33t»875-^ 1313 912 5-^^ I ^^^' 

Deshalb wird, wenn man -^r = l-jrj A-\- C setzt, C eine Grösse der vierten 

f 1 I C)T 
Ordnung und A = . _4y sein. Endlich folgt für den radius vector aus 

'S 

der Gleichung VII Art. 21 leicht 

~ (1 — rjcos^v» (1— |^ + C)C08it;' • 



45. 

Der nachfolgende Theil der ersten, diesem Werke angefügten Tafel bezieht 
sich, wie wir schon oben erinnert haben, auf die hyperbolische Bewegung und 
liefert für das Argument A (das beiden Theilen der Tafel gemeinsam ist) den 
Logarithmen von B und die Grösse C auf sieben Decimalstellen (wobei die 
vorangehenden Ziffern weggelassen sind), die Grösse T aber auf fünf und dann 
auf sechs Stellen. Dieser Theil ist ganz wie der frühere bis auf A = 0,300 
ausgedehnt, dem ein 7^=0,241 207, w = 2,930 oder =0,341, i<'=+52"19' 
entspricht. Eine weitere Ausdehnung wäre überflüssig gewesen (Art. 36). 

Hier folgt die Anordnung für die Rechnung sowohl zur Bestimmung 
der Zeit aus der walu-en Anomalie als umgekehrt. Bei ersterer Aufgabe 

wird T durch die Formel T = _. tangjv^ erhalten; aus Tgiebt unsere Tafel 
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log B und C, womit A = . _ ^ j, ■ Hieraus endlich wird mittelst der 
Formel [2] des vorhergehenden Artikels t gefunden. 

Bei letzterer Aufgabe werden zuerst die Logarithmen der Constanten 

P l + 9e 

y =.1/ ^^ + ^ 

berechnet. Dann wird A aus < ganz in der Weise wie bei der elliptischen 
Bewegung bestimmt, nämlich so, dass der mittleren Bewegung -g- in der Bar- 
ker 'sehen Tafel die wahre Anomalie w entspricht und A = ßi&xig\w^ wird; 
wobei freilich zuerst ein genäherter Werth für A (unter Vernachlässigung oder, 
wenn dazu Hulfsmittel vorhanden, unter Schätzung des Factors B) berechnet 
werden muss. Hieraus giebt dann unsere Tafel einen genäherten Werth von 
-B, mit welchem man die Operation wiederholt. Der solchergestalt für B sich 
ergebende neue Werth wird kaum jemals einqr merklichen Verbesserung be- 
dürfen und daher keine Wiederholung der Reclmung nöthig sein. Nach Ver- 
(43) besserung des Werths von A wird C aus der Tafel genommen, wodurch man 
dann hat: 

Hieraus sieht man, dass unter den Fonneln für die elliptische und hyperbolische 
Bewegung nur der Unterschied besteht, dass /9, A imd T in der hyperbolischen 
Bewegung als negative Grössen behandelt werden. 
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46. 

Auch die hyperbolische Bewegung wollen wir durch einige Beispiele, 
wozu wir die Zalilen den Artikeln 23 und 26 entnehmen, erläutern, 

I. Gegeben e = 1,261 8820; log q = 0,020 1657; v = 18' 51' 0". Ge- 
sucht t. Man hat 

2 log tanglü ...8,440 2018 log^ 7,5038375 

lnc«-l QOfi^fiq^T l^gl + ^ 0,0000002 

^"gj+T 9,063 6357 g log (1 -| T) 0,001 1099 

log r 7,503 8375 log ^ 7,504 9476 

r= 0,003 19034 
log5 = 0,0000001 

C= 0,000 0005 

l°g j0:Ti • • • • 2'386 6444 log ^^^ (^)* 2,884 3582 

log^* 8,752 4738 log^^ 6,2574214 

log 13,77584 = 1,1391182 log 0,138605 = 9,1417796 

0,13861 

13,91445= «. 

II. Wenn e und q wie vorher bleiben, t gegeben ist = 65,412 36, und 
V und r gesucht werden, so findet man die Logarithmen der Constanten 

loga = 9,975 8345 
log/:? = 9,025 1649 
log y = 9,980 7646. 

Femer ergiebt sich loga^^ 1,7914943, und so durch die Barker'sche Tafel 
der genäherte Werth für w= 70' 31' 44", woraus ^ = 0,052 983. Diesem A 

entspricht in unserer Tafel log 5 = 0,000 0207 ; daher log -^ = 1,7914736 und 

der verbesserte Werth von w= 70* 31' 36 "86. Im Uebrigen steht die Rech- 
nung so: 
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(44) 2 logtangfu'... 9,698 9398 logtang^iv 9,8494699 

log/? 9,0251649 logy 9,9807646 

logA 8,T241Ö47 i C. log (l+l^ + C). 9,990 9602 

A = 0,052 97911 log tang | i- 9,821 1947 

logJ5 wie vorher, ^v = 33* 31' 30" 02 

C = 0,0001252 ü = 67 3 0,04 

1 + |^ + C= 1,0425085 logg 0,0201657 

l—\A-\-C= 0,9895294 2C.logcosi«; 0,1580378 

log{l-\-iA + C) 0,0180796 

aiog(l— 1^4- (7)... 0,004 5713 
logr 0,2008544 

Hierfür hatten wir früher gefunden (Art. 26) v = 67' 2' 59" 78, logr = 0,2008541, 
was weniger genau ist, mdem eigentlich ü = 67°3'0"00 hätte herauskommen 
müssen, mit welchem angenommenen Werthe der Werth für t durch grössere 
Tafeln berechnet worden war. 
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Zweiter Abschnitt. (^^) 

Belatlonen^ die einen einzelnen Ort im Baume betreffen. 

47. 

Im ersten Abschnitte ist über die Bewegung der Himmelskörper in 
ihren Bahnen gehandelt, ohne dass Rücksicht auf die Lage genommen wäre, 
welche diese Bahnen im Baume einnehmen. Zur Bestimmung dieser Lage, 
wodurch man in den Stand gesetzt ist, die Beziehung der Orte eines Himmels- 
körpers auf irgend welche andere Punkte des Raiunes anzugeben, wird offenbar 
sowohl die Lage der Bahnebene in Beziehung auf ii-gend eine bekannte 
Ebene erfordert (z. B. die Ebene der Erdbahn, Ecliptik), als die Lage der 
Apsiden in jener Ebene. Da Obiges am zweckmässigsten auf sphärische 
Trigonometrie zurückgeführt wird, so wollen wir uns eine, mit beliebigem 
Halbmesser um die Sonne als Mittelpunkt beschriebene Kugeloberfläche denken, 
auf der jede durch die Sonne gehende Ebene einen grössten Kreis, jede 
aus der Sonne gezogene gerade Linie aber einen Punkt zeichnet. Wenn 
Ebenen und gerade Linien nicht durch die Sonne selbst hindurchführen, 
so legen wir ihnen parallel Ebenen und gerade Linien durch die Sonne, und 
stellen uns vor, dass die den Letzteren auf der Kugeloberfläche entsprechenden 
grössten Kreise und Punkte auch erstere darstellen; auch kann man sich die 
Kugel mit einem sogenannten unendlich grossen Halbmesser besclu-ieben 
denken, auf welcher die parallelen Ebenen und geraden Linien ebenso dar- 
gestellt werden. 

Fällt daher die Ebene der Bahn nicht mit der Ebene der Ecliptik 
zusammen, so schneiden sich die jenen Ebenen entsprechenden grössten 
Kreise (die wir einfach „Bahn" und „Ecliptik" nennen wollen) in zwei 
Punkten, welche Knoten heissen. In dem einen Knoten wird der aus der 
Sonne gesehene Körper aus der südlichen Gegend durch die Ecliptik in die 
nördliche übergehen, in dem anderen Knoten wird er aus letzterer in die 
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erstere zurückkehren. Ersterer lieisst der aufsteigende, letzterer der nieder- 
steigende Knoten. Die Lage der Knoten in der Ecliptik bezeichnet man durch 
ihren, nach Ordnung der Zeichen gezählten Abstand vom mittleren Frtililings- 
Aequinoxe (Länge). Es sei, in Fig. 1, Q der aufsteigende Knoten, AQ B 
ein Theil der Ecliptik, CQ D ein Theil der Bahn; die Bewegung der Erde 
und des Himmelskörpers mögen in der Richtung von A nach B und von C 
nach D vor sich gehen, so ist klar, dass der sphärische Winkel, den Q D mit Q B 
bildet, von 0° bis 180^, aber hierüber nicht hinaus, anwachsen kann, ohne dass Q 
aufhört der aufsteigende Knoten zu sein. Diesen Winkel nennt man die 
Neigung der Bahn gegen die Ecliptik. Wenn die Lage der Bahnebene durch 
die Länge des aufsteigenden Knotens und durch die Neigung der Bahn bestinmat 
ist, so wird nur noch der Abstand des Perihels vom aufsteigenden Knoten erfordert. 
Diesen Abstand zählt man nach der Richtung der Bewegung, und nirmnt ihn 
deshalb negativ oder zwischen 180° und 360° an, wenn das Perihel von der 
Ecliptik nach Süden belegen ist. Man merke sich noch die folgenden Aus- 
drücke: Die Länge eines jeden Punktes in dem Kreise der Balm, wird von 
demjenigen Punkte an gezählt, der vom aufsteigenden Knoten ebensoweit 
(46) rückwärts in der Bahn absteht, als das Frühlings -Aequinox von demselben 
Punkte rückwärts in der Ecliptik absteht. Hiemach wird die Länge des 
Perihels die Summe der Länge des Knotens und des Abstandes des Perihels 
vom Knoten sein; die wahre Länge des Körpers in der Bahn aber ist 
= der Sunmie der wahren Anomalie und der Länge des Perihels. Mittlere 
Länge endlich nennt man die Summe der mittleren Anomalie und der Länge 
des Perihels. Dieser letztere Ausdruck kann offenbar nur in elliptischen Bahnen 
Statt finden. 

48. 

Um daher den Ort eines Himmelskörpers im Räume für jeden Augen- 
blick angeben zu können, muss man in der elliptischen Balm Folgendes kennen: 

L Die mittlere Länge für einen bestimmten, an sich willkürlichen 
Zeitpunkt, den man mit „Epoche" bezeichnet; mit demselben Namen wird auch 
bisweilen diese Länge selbst belegt. Gemeiniglich wählt man für die Epoche 
den Anfang eines Jahres, nämlich den Mittag des ersten Januars in einem 
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Schaltjahre, oder den Mittag des vorhergehenden 31. Decembers im ge- 
meinen Jahre. 

IL Die mittlere Bewegung innerhalb eines gewissen Zeitraumes, z. B. 
in einem mittleren Somientage, oder in 365, 365^, 36525 Tagen. 

III. Die halbe grosse Axe, die zwar weggelassen werden könnte, wenn 
des Körpers Masse entweder bekannt, oder zu vemaehlässigen ist, indem sie 
bereits durch die mittlere Bewegung (Art. 7) gegeben ist; der Bequemlichkeit 
wegen pflegt jedoch beides stets angegeben zu werden. 

IV. Excentricität. V. Länge des Perihels. VI. Länge des auf- 
steigenden Knotens. VII. Neigung der Bahn. 

Diese sieben Momente heissen die Elemente der Bewegung des 
Körpers. 

In der Parabel oder Hyperbel vertritt die Zeit des Periheldurchganges 
die Stelle des ersten Elementes. Anstatt II dient dabei das, was in dieser Art 
von Kegelsclmitten der mittleren täglichen Bewegung analog ist (siehe Art. 19; 

_3 

in der hyperbolischen Bewegung die Grösse Xkh Art. 23). In der Hyperbel 
können die übrigen Elemente ebenso beibehalten werden, in der Parabel aber, 
wo die grosse Axe unendlich und die Excentricität = 1 ist, wird an Stelle des 
dritten imd vierten Elementes nur der Abstand im Perihele aufgeführt. 

49. 

Nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauche wird die Neigung der Bahn, 
"vrelche ich von bis 180° zähle, nur bis 90" ausgedehnt, imd wenn der 
'Winkel der Bahn mit dem Bogen QB (Fig. 1) einen rechten Winkel über- 
schreitet, so wird der Winkel der Bahn mit dem Bogen QA (der dessen 
domplement zu 180° ist) als Neigung der Bahn betrachtet. In einem solchen 
IFalle muss man dann hinzufügen, dass die Bewegung retrograd ist (gleich (47) 
^Is wenn in unserer Figur EQF einen Theil der Bahn darstellt), um ihn vom 
andern Falle, wo die Bewegung direct genannt wird, zu unterscheiden. Die 
Xänge in der Bahn pflegt dann so gezählt zu werden, dass sie im aufsteigenden 
IKnoten mit der Länge dieses Punktes in der Ecliptik übereinkommt, in der 
Hichtung Qi^ aber abnimmt; der Anfangspunkt, von welchem die Längen gegen 
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die Ordnung der Bewegung in der Richtung QF gezählt werden, steht also 
ebenso weit vom Q ab, als das Frühlings -Aequinox von demselben Q in der 
Richtung QA. Es wird deshalb in diesem Falle die Länge des Perihels gleich 
sein der um den Abstand des Perihels vom Knoten verminderten Länge des 
Knotens. Auf diese Weise wird jeder der beiden Sprachgebräuche leicht in 
den anderen vei-wandelt, ich ziehe aber den meinigen deshalb vor, weil man 
sich dabei über die Unterscheidung der directen und rückläufigen Bewegimg 
hinwegsetzen, und in beiden Fällen stets dieselben Formeln anwenden kann, wäh- 
rend der gewöhnliche Gebrauch häufig doppelte Rechnungsvorsclu-iften erfordert. 

50. 

Die einfachste Art, um die Lage u-gend eines Punktes an der Oberfläche 
der Himmelskugel in Beziehung auf die Ecliptik zu bestimmen, ergiebt sich 
durch seinen Abstand von der Ecliptik (Breite) und durch den Abstand des 
Punktes, wo die Ecliptik von einem auf sie gefällten Perpendikel geschnitten 
wird, vom Aequinox (Länge). Die Breite wird von beiden Seiten der Ecliptik 
an bis zu 90*^ gezählt, und wird in der nördlichen Region als positiv, in der süd- 
lichen als negativ beti*achtet. Es mögen daher dem heliocentrischen Orte eines 
Himmelskörpers, d. h. der Projcction einer von der Sonne* nach dem Körper 
auf der Himmelskugel gezogenen geraden Linie, die Länge k und die Breite ß 
entsprechen. Es sei ferner u die Entfernung des heliocentrischen Orts vom auf- 
steigenden Knoten (welche das Argument der Breite genannt wird), i die 
Neigung der Bahn, Q die Länge des aufsteigenden Knotens, so hat man 
zwischen i, w, ß^ l — ö, welche Grössen Stücke eines rechtwinkligen sphärischen 
Dreiecks sind, folgende Relationen, die, wie man sich leicht überzeugt, ohne 
alle Einschränkung gelten: 

L tang(A — Q) = cositangw 
U. tang ß = taug i sin (A — Ö) 

lU. sin/:? = sin * sin w 

IV. cos u = cosß cos {l — Q). 
Sind daher ^ und u gegebene Grössen, so wird daraus k — Q mittelst 
der Gleichung I bestimmt, und sodann ß mittelst II oder HI, wenn nämlich ß 
sich nicht zu sehr + 90** nähert; die Formel IV kann zur Prüfung der 
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51. 



Behuf eines Beispiels will ich die in den Ai-tt. 13 und 14 angefangene 
Jiereclmung (wozu die Zahlen vom Planeten Juno genommen waren) weiter 
fortsetzen. Wii* fanden oben: wahre Anomalie = 315° 1' 23" 02, den 
Logarithmus des radius vector = 0,325 9877; nun sei i= 13° 6' 44" 10, Abstand 
des Perihels vom Knoten = 241° 10' 20" 57 , und daher « = 196° 11' 43" 59; 
endlich sei Q = 171° 7' 48" 73. Hieraus erhält man: 

logtangM 9,463 0573 log sin (l—Q) 9,434 8691 n 

log cos ^^ , 9, 988 526 6 lo gtang t... 9,367 2305 

logtang (k—Q) . . . 9,451 5839 logtang/:? 8,802 0996 n 

l—Q = 195"47'40"25 ß =— 3°37'40"02 

i. = 6 55 28,98 logcos/? 9,9991289 

logr 0,325 9877 logcos(;t— Q) 9,983 2852 ?^ 

log c os/3 9,9991289 9,982 4141 n 

logr' 0,3251166 logcos« 9,982 4141». 

(49) Die Rechnung nach den Fonneln III und VII würde so stehen: 

logsintt 9,445 4714 n logtang|i 9,0604259 

logsint 9,355 7570 log ta.ngß 8,802 0995 n 

logsin/3 8,8012284« lo g cos » 9,982 4141 ti 

ß =—3* 37' 40" 02 logsin(i*—i + ö)... 7,844 9395 

u—X-\-Q = 0°24' 3"34 

l—Q = 195 47 40,25. 

Beti'achtet man i und u als veränderliche Grössen, so giebt die Diffe- 
rentiation der Gleichung III im Art. 50: 

cotang ßdß = cotang idi-{-co tang u d u, oder 
XII. dß = sin(A— Q)di4-sinicos(i — Q)d?«. 
Ebenso erhält man durch Differentiation der Gleichung I: 

XIU. d(A— ß) = — tang/3cos(A— Q)di + ^^du. 
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Schliesslich folgt aus Differentiation der Gleichung XI: 

dr = cosßdr — rsin/id/^, oder 

XIV. dr = cos/?dr — ?'sin/?sin(A — Q)di — r sin/? sin i cos (i — Q)du. 
In dieser letzten Gleichung muss man entweder die Glieder, welche di und du 
enthalten, mit 206 265' dividiren, oder die übrigen mit dieser Zahl multiplicu*en, 
wenn man die Aenderungen von i und u als in Secunden ausgedrückt annimmt. 

53. 

Die Lage eines Punktes im Räume wu*d sehr bequem dm-ch die Ab- 
stände bestimmt, welche er von drei, sich einander unter rechten Winkeln 
schneidenden Ebenen einnimmt. Wählt man zu einer dieser Ebenen die 
Ebene der Ecliptik, und bezeiclmet mit z den Abstand des Himmelskörpers 
von dieser Ebene, der positiv genommen wird im nördlichen, negativ im 
südlichen Theile, so hat man offenbar z = rtangß = rsmß = rsini&mu. Die 
beiden übrigen Ebenen, welche ebenfalls als durch die Sonne gelegt gedacht 
werden, projicii'en an der Himmelskugel grösste Kreise, welche die Ecliptik 
unter rechten Winkeln schneiden, deren Pole daher in der Ecliptik selbst 
liegen und 90° von einander abstehen. Denjenigen Pol einer jeden Ebene, auf 
dessen Seite die Abstände als positive gezählt werden, nenne ich den posi- 
tiven Pol. Es mögen mithin N und jV+^O" die Längen der positiven 
Pole bezeichnen, und die Abstände von den ihnen entsprechenden Ebenen 
sollen beziehungsweise x und y sein. Man hat dann offenbar: 
X = r cos(i — N) = rcos/?cos(A — Q)cos{N— Q)-\-r cos ß sin {l — Q)sin(iV^ — Q) (50) 
y = r sin {X — N) = rcos/?sin {k — Q)cos{N — Q) — r cos/?cos(A — Q)sin{N—Q). 
Diese Werthe gehen über in 

X = rcos{N — Q) cosu-\- r cosisin^N' — Q)sinw 

y = rcos i cos {N — Q) smu — r sin {N — Q) cos u. 
Wird folglich der positive Pol der Ebene der x in den aufsteigenden 
Knoten selbst gestellt, so dass N= Q ist, so hat man für die Coordinaten 
ar, y, z die sehr einfachen Ausdrücke: 

X = r cos u^ 
y == rcosisinw, 
z = rsiaisinu. 
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Wenn aber diese Voraussetzung nicht Statt findet, so kann man doch den 
obigen Formeln eine ungefälu* ebenso bequeme Gestalt diu-cli Einführung von 
vier HUlfsgrössen a, 6, A^ B geben, die so bestimmt werden, dass 

cos{N — Q) = asin^ 
cos i sin ( A^— Q) = et cos A 
— sm{N—Q) =6sin5 
cos i cos (N — Q) = b cos B 
(siehe Art. 14, II). Dann ist offenbar 

X == rasm{u'{-A) 
y = r6sin(w+ B) 
z = 7' sin/ sin t^. 

54. 

Die in dem Vorangehenden erklärten Relationen der Bewegung zur 
Ecliptik bleiben offenbar ganz die nämlichen, wenn an Stelle der Ecliptik 
irgend eine andere Ebene gesetzt wird, falls nur die Lage der Balmebene 
gegen diese Ebene bekannt ist. Jedoch muss man dann die Ausdrücke Länge 
und Breite weglassen. Es bietet sich also die Aufgabe dar: Aus der bekann- 
ten Lage der Bahnebene und einer afideren neuen Ebene gegen die Ecliptik 
die Lage der Bahnebene gegen diese neue Ebene herztdeiien. Es seien 
wQ, 00', 72 0' Theile grösster Kreise, welche von der Ebene der Ecliptik, 
von der Bahnebene und von der neuen Ebene an der Himmelskugel projicirt 
werden (Fig. 2). Damit die Neigung des zweiten Kreises gegen den dritten und 
der Ort des aufsteigenden Knotens ohne Zweideutigkeit angegeben werden könne, 
muss im dritten Kreise eine von zwei Richtungen ausgewählt werden, die 
derjenigen analog ist, welche bei der Ecliptik die Ordnung der Zeichen ist. 
In unserer Figur soll diese Richtung von n nach 0' gehen. Ausserdem muss 
von beiden Halbkugeln, welche der Kj-eis nQ' von einander trennt, die 
(51) eine als der nördlichen, die andere als der südlichen Halbkugel analog ange- 
nommen werden. Diese Halbkugeln aber sind schon von selbst unterschieden, 
in soweit stets dasjenige als jiördlich angesehen wird, was Jemandem, der in einem 
Kreise nach Ordnung der Zeichen vorschreitet, ziu* Rechten liegt (nämlich auf der 
innern Kugelfläche, welche unsere Figur vorstellt). In der Figur sind daher 
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Q, w, Q' die aufsteigenden Knoten des zweiten Kreises auf dem ersten, des 
dritten auf dem ersten, und des zweiten auf dem dritten; 180^ — nQQ\ QnQ\ 
nQ'Q sind die Neigimgeii des zweiten gegen den ersten, des dritten gegen 
den ersten, des zweiten gegen den dritten. Es hängt mithin unsere Aufgabe 
von der Auflösung eines sphärischen Dreiecks ab, wo aus einer Seite und den 
anliegenden Winkeln das Uebrige gefunden werden muss. Ich übergehe hier 
die hinreichend bekannten gewölmlichen Vorschriften der sphärischen Trigono- 
metrie zur Behandlung dieses Falles, brauche dagegen zur grösseren Bequem- 
lichkeit eine andere Methode, die aus gewissen Gleichungen, welche vergeblich 
in unseren trigonometrischen Büchern gesucht werden, abgeleitet ist. 

Diese Gleichimgen, die wir später häufig benutzen werden, sind die 
folgenden, wobei a, 6, c die Seiten und -4, 5, C die diesen Seiten respective 
gegenüberstehenden Winkel eines sphärischen Dreiecks bezeichnen: 

j 8in^(6 — c) _ 8in^(J5 — C) 

sin^a co8^-/l 

jj sin ^(6 4- c) _ cos ^{B—C) 
sin^a sin^^ 

jjj cos^(6 — c) ^ sin^(^4-C) 
cos^a cos^-4 

' C08|(6 + C) _ C08^(i34-C) 

cos^a sin ^-4 

Obgleich ich den Beweis dieser Sätze der Kürze halber hier übergehen muss, 
so kann doch ein Jeder deren Wahrheit leicht bestätigt finden in Dreiecken, 
in denen weder die Seiten noch die Winkel über 180° hinausgehen. Wenn 
man die Idee des sphärischen Dreiecks in der grössten Allgemeinheit auf- 
fasst, so dass weder Seiten noch Winkel durch irgend welche Grenzen be- 
schränkt werden (was viele ausgezeichnete Vortheile gewährt, jedoch zuvor 
einiger Erläuterungen bedarf) so können Fälle eintreten, wo in allen 
vorhergehenden Gleichungen das Zeichen geändert werden muss: weil aber 
die frühem Zeichen ofienbar wiederhergestellt werden, sobald einer der Winkel 
oder eine der Seiten um 360° vermehrt oder vermindert wird, so kann man 
die oben gebrauchten Zeichen stets sicher beibehalten, es mag nun aus der 
Seite und den anliegenden Winkeln, oder aus dem Winkel und den anliegen- 
den Seiten das Uebrige bestimmt werden; denn stets gehen aus unseren Formeln 
entweder ftir die gesuchten Stücke die Werthe selbst hervor, oder solche, die 
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von den wahren um 360** vcrscliieden, ihnen also gleich geltend sind. Eine 
vollständigere Erklärung dieses Gegenstandes will ich bis zu einer andern 
Gelegenheit aufsparen. Dass aber meine Vorscluiften, die ich auf jene For- 
(52) mein sowohl bei Losung unserer Aufgabe als bei andern Gelegenheiten gestützt 
habe, in allen Fällen eine allgemeine Gültigkeit besitzen, liesse sich einst- 
weilen mit Hülfe einer strengen Induction d. h. durch vollständige Aufzählung 
aller Fälle unschwer erweisen. 



55. 

Bezeichnet man wie oben die I/ange des aufsteigenden Knotens der Bahn 
in der Ecliptik mit 0, die Neigung mit i; ferner die Länge des aufsteigenden 
Knotens der neuen Ebene in der Ecliptik mit w, deren Neigung mit c; den 
Abstand des aufsteigenden Knotens der Bahn in der neuen Ebene vom auf- 
steigenden Knoten der neuen Ebene in der Ecliptik (den Bogen 7iQ' in Fig. 2) 
mit Q'] die Neigimg der Balm gegen die neue Ebene mit i'; schliesslich den 
Bogen von Q bis Q' nach der Richtung der Bewegimg mit ^; — so werden 
die Seiten unseres sphärischen Dreiecks Q — n^ Q\ J^ und die gegenüber- 
stehenden Winkel i\ 180° — /, e. Man hat also nach den Formeln des vor- 
hergehenden Artikels: 

sin ji' mi j (Q' + J) = sinY(0 — n)sm\(i'{-e) 
sin j i' cos ^(Q' -^-J) = cos y (ß — n) sin y {i — «) 
cos ^ i' sin ^ (Q' — ^ = sin |(Q — n) cos ^ (e -j- *) 
cos Y i cos Y (Q' — J) = cos ^{Q — n) cos j (i — «) . 

Die beiden ersten Gleichungen geben j^Q'-^J) und sinY2'; die beiden 
übrigen j(Q' — ^) und cosjT; aus y(Q'4-^) und ^{Q' — J) entwickeln sich 
Q' und J] aus sin^^' oder cosy^ (deren Uebereinstimmung zur Prüfung der 
Rechnung dient) ergiebt sich i'. Die Zweideutigkeit, ob j(Q'-\-J) und |(0' — ^ 
zwischen und 180°, oder zwischen 180° und 360° zu nehmen ist, wii'd dadurch 
gehoben, dass sowohl miji als cos|i' positiv werden müssen, weil der Natur 
der Sache nach T innerhalb 180° fallen muss. 
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logasin^ 9,968 7197 n ]ogbamB 9,563 8058 

logacos^ 9,554 6380 ?^ logfecosi^ ... . .. 9,959 55 1 9 « 

a]so^ = 248'*55'22"97 ^o ß = 158" 5' 54 "97 
log« 9,998 7923 logb 9,992 0848. 

Man hat daher: 

X =-. arsin(«'+248°55'22"97) = arsin («4-263- 47' 35"39) 
2/ = 6rsm(M'+158 5 54,97) = 6r.sm(M-f 172 58 7,39) 
z = crsintt' = c?-8in(«-f- 14 52 12,42) 

wo logc = logsini' = 9,308 1870. 

Eine andere Auflösung dieses hier beliandelten Problems findet man in 

von Zach, Monatliche Correspondenz, Band IX, S. 385.') 

57. 

Es kann mitbin der Abstand eines Hunmelskörpers von irgend einer 
durcb die Sonne gebenden Ebene auf die Form krsm{v-\-K) zurückgefübrt 
werden, wobei v die wahi-e Anomalie bezeiclmet, und wo k der Sinus der 
Neigung der Babn gegen diese Ebene, K der Abstand des Perihels vom auf- 
steigenden Knoten der Babn in derselben Ebene ist. Soweit nun die Lage 
(54) der Babnebene, und der Apsidenlinie in letzterer, sowie die Lage der 
Ebene, auf welebe die Abstände sieb beziehen, als constant gelten können, 
werden aucli k mid K constant sein. Meist jedoch wird jene Methode in einem 
solchen Falle benutzt werden, wo, wenn auch die Störungen vernachlässigt 
werden, welche die erste und zweite Voraussetzung stets etwas afficiren, wenig- 
stens die dritte Voraussetzung unzulässig ist. Letzteres tritt ein, sobald die 
Abstände auf die Ebene des Aequators bezogen werden, oder auf eine den 
Aequator imter rechtem Winkel in gegebener Eectascension schneidende Ebene. 
Denn da die Lage des Aequators wegen Praecession der Aequinoctien und 
Uberher wegen der Nutation (wenn von seiner wahren, nicht von seiner mittleren 
Lage die Rede ist) veränderlich ist, so werden in diesem Falle auch k imd K 
Veränderungen, allerdings langsamen, unterworfen sein. Die Berechnung dieser 
Veränderungen kann ohne Schwierigkeit durch Differentialformeln bewerkstelligt 



*) Vergl. Anhang Seite 53 folgende. Anmerkung des Ueheraetzers, 
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werden, so lange man k^ K^ e als constant annelimen darf; wenn Letzteres 
nicht angellt, so gilt über die Bereclinung jener Aenderungen Dasselbe, was 
im vorhergehenden Artikel bemerkt ist. 

Als Beispiel wollen wir die Umformung des im Artikel 56 für x ge- 
fundenen Ausdrucks hinzufügen, wo die Länge des Perihels =12lM7'34"4, 
ip = 14" 13'31"97, log a = 0,442 3790 gesetzt ist. Es wird mithin der Abstand 
des Perihels vom autsteigenden Knoten in der Ecliptik = 308°49'20"7 = 
u—v, hieraus K= 212"36'56"09. Man hat also: 

\ogak 0,441 1713 log^shiL 0,172 7600 w 

logsinÄ' 9,731 5887 n loglcosL ..;.... 0,353 1154 n 

\ogakcos(p 0,427 6456 L= 213'25'5r30 

logcosüT 9,925 4698 n log / = 0,431 6627 

logA = 9,563 2352 

A =+ 0,365 7929. 
IL In der Hyperbel geht die Formel Ä:rsin(v + jK') nach Art. 21 
über in: A + Z^tangi^-j-^secansi^", wenn man dabei setzt: ebksinK = A, 
bktmigy^cosK = /Lij — bksinK = v, offenbar kann man auch diesen Ausdruck 

auf die Form bringen ' ,, ' . — Wenn an Stelle von F die Hülfs- 

grosse u angewendet ist, so geht der Ausdruck Ä:rsin(v + Ä') nach Art. 21 

über in: a-^ßu-] , wo a, /?, y durch folgende Formeln bestinmit werden: 

a = A = ebk^inK 

ß = K^ + ^0 = -^ebk,m{K-xp) 

y =\{y—fi) = — \ebk^m{K-\'\])\ 
III. In der Parabel, wo die wahre Anomalie aus der Zeit un- 
mittelbar abgeleitet wird, bleibt nichts Anderes übrig, als für den radius vector 
seinen Werth zu substituiren. Bezeichnet dann q den Abstand im Perihel, so 

wird der Ausdruck kr^wviv-^-K) = ^ J^ — . 

59. 

Die zur Bestimmung der Abstände von, dm-ch die Sonne gelegten 
Ebenen gegebenen Vorsclu-iften lassen sich offenbar auch für die Abstände 
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Sinus der mittleren Horizontalparallaxe der Sonne), A die Länge desjenigen 
Punktes der Himmelskugel, wo sich die gerade aus dem Centrum der Erde 
nach dem Obei-flächenpunkte gezogene Linie projicirt, ß dessen Breite, a Rect- 
ascension, d Declination, so hat man 



im Falle II. 

I = p COS (T COS a 

C = (f COS J. 



im Falle I. 
^ = p COS ß COS (A ^V) 

7] = () COS (3 sin (A — ^V) 

^ = p sin /3 

(57) Dieser Punkt der Himmelskugel entspricht offenbar dem Zenith des Orts 

auf der Obei-fläclie (wenn nämlich die Erde als eine Kugel betrachtet wird), 
weshalb seine gerade Aufsteigung mit der Rectascension der Mitte des Himmels, 
oder mit der in liogen verwandelten Sternzeit übereinkommt, sowae die De- 
clination mit der Polhöhe. — Falls es der Miilie werth wäre, dabei der 
sphäroidischen Gestalt der Erde Eeclmung zu tragen, so müsste man ftlr c? 
die verbesserte Polhöhe und für q den wahren Abstand das Orts vom Mittel- 
punkte der Erde anwenden, welche nach bekannten Vorscln-iften gefunden werden. 
Aus a und ä werden Länge und Breite A und ß durch bekannte, auch weiter 
unten abgehandelte Regeln hergeleitet. Ucbrigens ist klar, dass A mit der 
Länge des Nonagesimus und 90^ — ß mit dessen Höhe übereinkommen. 

60. 

Wenn x^ y. z Abstände eines Himmelskörpers von drei, in der Sonne 
unter rechten Winkeln sich schneidenden Ebenen bezeichnen ; X, F, ^ Abstände 
der Erde (sei es deren Mittelpunktes oder eines Pimktes auf der Oberfläche) 
von denselben Ebenen; so ist klar, dass x — X, y — F, z — Z die Abstände des 
Himmelskörpers von drei Ebenen sein werden, die jenen parallel durch die Erde 
gelegt sind, und dass diese Abstände die nämliclie Relation zu dem Abstände 
des Körpers von der Erde und zu seinem geocentrischen Orte*) d.h. zur Lage 
der geraden Projectionslmie, die von der Erde nach dem Körper an der 
Himmelskugel gezogen wird, haben, welche a:, y^ z zum Abstände von der 
Sonne und zum heliocentrischen Orte besitzen. Es sei nun J der Abstand des 



*} Im weiteren Sinne; denn eigentlich wird dieaer Ausdruck auf den Fall bezogen, wo die Gerade aus 
dem Mittelpunkte der Erde gezogen wird. 
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geocentrische Orte zu berechnen hat, so würde es sich keineswegs der Mühe 
lohnen, die Arbeit der Berechnung so vieler Hülfsgrössen zu unternehmen. In 
einem derai-tigen Falle wird es sich vielmehr empfehlen, die gewöhnliche Methode 
nicht zu verlassen, nach welcher aus der excentrischen Anomalie die wahre 
und der radius vector, hieraus der heliocentrische Ort in Rücksicht auf die 
Ecliptik, hieraus geocentrische Länge und Breite, und endlich Rectascension 
und Declination gefunden werden. Damit hier nichts zu mangeln scheine, will 
ich die beiden letzteren Operationen noch kurz erklären. 



62. 

Es sei des Himmelskörpers heliocentrisclie Länge = -^, Breite = (3; die 
geocentrische Länge = /, Breite = ft, Abstand von der Sonne r, von der 
Erde d\ endlich die heliocenti'ische Länge der Erde = L, Breite = jB, 
Abstand von der Sonne = R. Da wir nun nicht B = setzen, so kann man 
unsere Fonneln auch auf den Fall anwenden, wo die heliocentrischen und 
geocentrischen Orte nicht auf die Ecliptik, sondern auf irgend eine andere 
Ebene bezogen werden; nur fallen dann die Benennungen Länge und Breite 
weg; ausserdem kann man sogleich die Parallaxe berücksichtigen, sobald der 
heliocentrische Ort der Erde nicht auf deren Mittelpunkt, sondern auf einen 
Ort an iln-er Obei-fläche unmittelbar bezogen \vird. Ich setze ferner 7'cos/3 = r , 
Jco&b = J\ IicosB=R. Bezieht man jetzt den Ort des Himmelskörpers 
und der Erde im Räume auf drei Ebenen, deren eine die Ecliptik ist, während 
die Pole der zweiten und dritten in der Länge N und A^+ 90^ liegen, so er- 
geben sich sofort folgende Gleichungen: 

r'cos(A— iV)— Ä'cos(L— .V) = J'cob(1—X) 
r sin {/.—X)—Rmi (L—N) = J'mi (l—X) 
7*'tangß — RtangB = ^'tang6, 

(59) wobei der Winkel N ganz willkürlich ist. Die erste und zweite Gleichung 
bestimmen zugleich / — N und J'j woraus die dritte b giebt; aus b und ^ 
wird ^ erhalten. Damit die Rechnung so bequem vne möglich ausfalle, be- 
stimme ich den willkürlichen Winkel N auf folgende drei Arten: 
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I. Indem wir N == L setzen, machen wir -^ sin (A — L) = P, 

-DrCOs(A — L) — 1 = Q; dann wii'd / — L, -^ und b durch folgende Fonneln 

gefimden: 

P 
tang(/— L) = ^ 

J' P Q 



R sin(Z — L) co8(Z — L) 



r 



^tang/J — tangJB 
tang 6 = -, . 



II. Wenn man jV = A setzt, \\ird 

^sin(A— L) = P, 1 — ^cos(A— L) =Q 

P 
und dann ist: tang(/ — A) = -^ 

^1' P Q 



r' 8in(i — A) C08(i — A) 

tang/J -ptangB 

tang 6 = ^ 



r 



in. Wenn -^7"= j (A-f-^)^ so werden / imd J' durch die Gleichungen 
gefimden: 

tang(/-i(A+L)) = -^±|-tangl(A-i^) 

j, ^ (/ + jy)8in^(A — Z.) _ (/ — jr)co8^(A— £) 
8in(« — ^(A + i)) co8(« — ^(A-j-Z,)) 

und sodann 6 durch die oben gegebene Gleichung. Der Logarithmus 

des Bruches /_p^ wird bequem berechnet, weim man -7- = tang^ setzt, 

y/ J P/ 

wodurch ^_iy = t^ng (45^ + u) wird. Auf diese Weise ist die Methode III zur 

Bestimmung von / nodh etwas klirzer, als I und II, für die übrigen Operationen 
aber sind diese jener vorzuziehen. 

OAU8S1 Theorie d. Beweg, d. HimmeUk. ^^^ 
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(60) 63. 

Als Beispiel will ich die im Art. 51 bis zum heliocentrischen Orte 
geführte Rechnung weiter fortsetzen. Es möge jenem Orte die heliocentrische 
Länge der Erde 24*19'49"05 = L entsprechen und log Ä = 9,9980979; die 
Breite B setze ich = 0. Man hat also i^—L = — 17°24'20"07, logüT = logiü, 
und daher nach der zweiten Methode; 

log^ 9,672 9813 log (1 — Q) 9,652 6258 

logsin(;i— L) 9,475 8653 w 1— Q 0,449 3925 

logco8(A— 4 9,979 6445 Q 0,550 6075 

logP 9,148 8466« 

logQ 9,740 8421 

Hieraus /— ;i = — 14" 21'6"75 mithin l = 352° 34' 22"23 

log-^ 9,7546117 log//' 0,0797283 

logtang(5 8,802 0996 n log cos 6 9,997 3144 

log tangft 9,047 4879 n \ogJ 0,082 4139 

6 = _6°21'55"07 

Nach der dritten Methode hat man aus log ^= 9,672 9813, ?=25*13'6"31 
und daher 

logtang(45'4-^ 0,4441091 

logtang|(;t— L) 9,184 8938 n 

logtang(Z— |;i— j L). . 9,629 0029« 

!~^ ^7"^ ^ ^ ~ ^^° ^ ^^^^ \ daraus l = 352» 34' 22"225. 
|;i+i-L = 15 37 39,015 j 

64. 

In Beziehung auf die Aufgabe des Artikels 62 füge ich noch folgöide 
Bemerkungen hinzu. 

I. Setzt man in der dort erwähnten zweiten Gleichung ^ = il, N=^ L, 
N=:: l, SO erhält man: 
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die ttbrigen hiemit zu dividiren sind, wenn die Aenderiingen der Winkel in 
Secunden ausgedrückt werden. 

V. Die umgekehrte Aufgabe, also die Bestimmung des heliocentrischen 
Orts aus dem geocentrischen, ist der oben vorgetragenen Autgabe vollständig 
analog, weshalb es überflüssig sein würde, darüber noch ein Mehres beizu- 
bringen. Denn alle Fonneln des Art. 62 gelten auch für jene Aufgabe, nur 
dass alle Grössen, welche auf den heliocentrischen Ort des Himmelskörpers 
sich beziehen, mit denjenigen Analogen vertauscht werden, welche auf den 
geocenti-ischen Bezug haben, mithin für i, B respective Z-f-lSO^, — B gesetzt, 
oder, was dasselbe ist, für den heliocentrischen Ort der Erde der geocen- 
trische der Sonne genommen wird. 

65. 

Mag es auch in dem Falle, wo aus gegebenen Elementen nur sehr 
wenige geocentrische Orte bestunmt werden sollen, kaum der Mühe werth 
sein, alle obigen Kunstgrifie anzuwenden, durch welche man von der excen- 
tiischen Anomalie sogleich zur geocentrischen Länge imd Breite, imd so zur 
(62) Rectascension und Declination übergehen kann, weil die hieraus hervor- 
gehenden Abkürzungen von der Menge der vorher zu berechnenden Hülfe- 
grössen absorbirt werden würden, — so wird doch stets die Zusammenziehung 
der Eeduction auf die Ecliptik mit der Berechnung der geocentrischen 
Länge und Breite einen nicht zu verachtenden Vortheil gewähren. Wenn 
nämlich für die Ebene der „2^ Coordinaten die Ecliptik selbst gewählt wird, 
die Pole der Coordinaten -Ebenen x und y aber in die Länge Q und 90*^ + 
gestellt werden, so lassen sich die Coordinaten sehr leicht ohne alle weitere 
Hülfsgrössen bestimmen. Man hat nämlich: 



X = rcosw 
y = rcosisint^ 
z = rsinisint^ 



Z=i?cos(L— Q) 

Y=R^m{L—Q) 

z^^mtBiigB 



y—Y=J'sm{l—Q) 
z — Z = ^'tang6. 



Ist -B = 0, so ist Ä' = Ä, Z = 0. Nach diesen Formeln wird unser Beispiel 
durch folgende Zahlen absolvirt: L— Q = 213U2'0"32. 
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logr 0,3259877 logiJT 9,9980979 

logcosM 9,9824141« logco8(L—Q) ..9,922 6027 w 

logsin« 9,4454714 w log8m(L—Q) ..9,738 4353 w 

logx 0,308 4018 w \ogX 9,9207006w 

logrsinw 9,7714591« 

log cos« 9,988 5266 

log sin i 9,355 7570 

log^ 9,759 9857« logF 9,736 5332« 

logz 9,127 2161« Z= 

Daraus folgt 

log(ar— Z) 0,079 5906« 

^og(y—T) 8,480 7165« 

daraus(/— Q) = 18r26'33"49 / = 352"34'22"22 

log^' 0,079 7283 

logtang6 9,0474878« b= — 6°21'55"06 

66. 

Aus der Länge und Breite eines Punktes an der Himmelskugel werden 
dessen gerade Aufsteigung und Abweichung durch Auflösung eines sphärischen 
Dreiecks bestimmt, welches von jenem Punkte und den Nordpolen der 
Ecliptik und des Aequators gebildet wird. Ist daher e = Schiefe der Ecliptik, 
l = Länge , b = Breite , « = Eectascension , ^ = Declination , so sind die 
Seiten des Dreiecks = f, 90° — 6, 90° — tJ". Für die der zweiten xmd dritten 
Seite gegenüberstehenden Winkel kaim man annehmen: 90° + «, 90° — l (wenn 
man nämlich die Idee eines sphärischen Dreiecks in grösster Allgemeinheit 
auffasst). Den dritten, der Seite s gegenüberstehenden Winkel setze ich (63) 
= 90° — E. Man hat daher mittelst der Formeln des Art. 54 

sin (45°— |J) sin |(i;+a) = sin (45° + f Z)»™ (45°— 1(«+6)) 
sin (45° — I (r) cos 1 {E+ «) = cos (45° -\-\r) cos (45° — j («—6)) 
cos (45° — \d) sin I (E—a) = cos (45° + j sin (45° — | (e—b)) 
cos(45°— |(y)cosi(/^— «) = sin(45° + |rjco8(45°— !(« + &)). 
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Die beiden ersten Gleichungen geben -^{E-^-a) und sin (45" — yJ); die beiden 
letzten {{E—a) und cos (45° — ^J). Aus |(Z+a) und {{E—a) erhält man zu- 
gleich a und E. Aus sin (45° — yJ) oder cos (45° — ^ J), deren Uebereinstimmung 
zugleich zur Prüfung der Rechnung dient, wird 45° — ycJ und hieraus <J be- 
stimmt. Die Bestimmung der Winkel j(E'-\-a)^ j(E — a) aus ihren Tan- 
genten ist deshalb keiner Zweideutigkeit unterworfen, weil sowohl der Sinus 
als der Cosinus des Winkels 45° — jS positiv herauskommen muss. 

Die difiFerentialen Veränderungen der Grössen «, cJ werden aus den 
Veränderungen von l und b nach bekannten Grundsätzen auf folgende Weise 
gefunden: 

T siniJcosi ,7 cos^ ,, 

da = j — dl j-do 

cos d cos 

dcJ = cos£'cos6d/4-sin£'d6. 



67. 

Eine andere Methode zur Auflösung der im vorhergehenden Artikel be- 
handelten Aufgabe wird durch folgende Gleichungen gegeben: 

cosfsin/ = sin€tang6-}-cosZtanga 

sincJ = cos€ sin ft+sinccosfesinZ 

cos 6 cos l = cos a cos cJ. 
Man bestinune einen Htllfswinkel & diu-ch die Gleichung 

tangd'= . ^j , so hat man 

coB(g + ^)tangZ 

tanff« = z 

ö cosd 

tangJ = sinatang(€-}-d'). 

Zur Prüfung der Rechnung lässt sich diesen Gleichungen noch hinzufügen: 

ft cos 6 cos Z , ,, cos (fi 4-^) cos 6 sin Z 

cosa = oder cosa = ' — ^--. . 

cos a cos O sm a 

Die Zweideutigkeit in der Bestimmung von a durch die zweite Gleichung wird 
dadurch beseitigt, dass cos« und cosl dieselben Vorzeichen haben müssen. 
(64) Diese Methode führt weniger rasch zum Ziele, wenn ausser a und <J 

auch E ermittelt werden solL — Die bequemste Formel zur Bestimmung 
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T „,. 1 1 . T j . TT» sin« cos« sin 6 cos 2 y • t_ i 

dieses Winkels wird dann sein cos Jb = j^ — = r— . Inzwischen kann 

cos 6 cosd 

durch diese Formel E dann nicht mit Schärfe berechnet werden, wenn + cos E 
nur wenig von der Einheit verschieden ist; ausserdem bleibt es zweifelhaft, 
ob E zwischen und 180**, oder zwischen 180^ und 360° genommen werden 
muss. Die erstere Unbequemlichkeit ist selten von irgend welcher Bedeutung, 
besonders weil zur Berechnung der differentialen Verhältnisse die grösste 
Schärfe des Werthes von E nicht erforderlich ist; der gedachte Zweifel aber 
kann mit Hülfe der Gleichimg cos6cos<fsin^= cos« — sin 6 sin cJ leicht gelöst 
werden, welche zeigt, dass E zwischen und 180^, oder 180** und 360** ge- 
nommen werden muss, je nachdem cos« grösser oder kleiner als sin 6 sin cJ' 
ist OfiFenbar bedarf es auch nicht einmal dieser Prüfung, sobald einer 
der beiden Winkel 6, d die Grenze von 66^32' nicht überschreitet; denn dann 
wird sin^ stets positiv. Im Uebrigen könnte dieselbe Gleichung in dem schon 
oben angedeuteten Falle zur genaueren Bestimmung von E gebraucht werden, 
wenn es der Mühe werth sein sollte. 

68. 

Die Auflösung der umgekehrten Aufgabe, also die Bestimmung von 
Länge und Breite aus Rectascension und Declination stützt sich auf dasselbe sphä- 
rische Dreieck. Die obigen Formeln werden diesem Zwecke angepasst durch ein- 
fache Vertauschung von h mit ^,, und von l mit — a. Wegen des häufigen 
Gebrauchs will ich auch diese Formeln hersetzen: 

Nach der Methode des Art. 66 hat man 

8in(45" — ^6)sin4(^— = cos(45"+|a)sin(45^ — |(€ + J)) 
sin(45'— |6)cos|(^— /) = 8in(45"+|a)cos(45'»— j («—<?)) 
cos(45' — |6)8in|(^+Z) = sin (45" + f a)sin(45'— | {b—ö)) 
cos(45' — |6)cos j(J5;+Z) = cos(45'+|a)cos(45° — | (« + <J)). 

Bestimmt man dagegen wie bei der andern Methode im Art. 67 
den Hülfswinkel ^ durch die Gleichung 

tanff^ = . ^ , so hat man 
^ sm« ' 
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tangZ = cos(?-£)tang« 

® cosf 

tang6 = smZtang(C — «)• 
(65) Zur Prüfung der Eechnung dient: 



cos 



7 cos d cos« C08(C — fi)co8d8ina 



cosl cosC^sinZ 

Zur Bestimmung von E dienen dann ebenso wie im vorhergehenden Artikel 
die Gleichungen 

sin 6 cos cc sin e cos l 



COS 



E = 



coBb cos 4 

cos6cos(ysin^= cos« — sinftsinJ. 
Die difFerentialen Aendeningen von l und b ergeben sich durch die 
Formeln: 

dl = 1 — da-\ y-do 

cos 6 ' cos 

db = — cos^cos^da+sin-Kd<J. 



69. 

Als Beispiel wollen wir aus der Rectascension 355*43'45"30 = «, 
der Declination — 8''47'25"0 = (J, der Schiefe der Ecliptik 23"'27'59"26 = e 
die Länge und Breite berechnen. Es ist also 45' + |a = 222''51'52"65, 
45' — i(e+<J) = 37"39'42"87, 45"— ^(«—(T) = 28''52'17"87. Hieraus femer 

logco8(45''+|«) 9,865 0820« log8in(45''+|o) 9,832 6803 w 

logsin(45''—i(« + <^)).- -9,786 0418 logsin(45°—|(c — (^)) ..9,6838112 
logco8(45''—|-(e+(^))... 9,898 5222 logcos(45° — |(£ — (J)) ..9,942 3572 

logsin (45"—! b) smiiE—l) 9,651 1238 n 

log8in(45''— |6)cos|(J5;— Z) 9,775 0375 w 

daher i (E—l) = 216''56'5"39; log8in(45''— 16) = 9,872 3171 
logcos(45''— |6)sin|(j&'+Z) 9,51649157^ 

logco8(46"'— |6)co8|(^+^ 9,763 6042 n 

daher |(^+0 = 209''30'49"94; logco8(45" — 1 6) = 9,8239669. 

Es wird folglich Z= 426''26'55"33, / = —7" 25' 15" 45, oder, was auf dasselbe 
herauskommt, J5:= 66''26'56"33 und /= 352''34'44"55. Den Winkel 45*— |ö 
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erhält man durch den Logaritlimus des Sinus = 48° 10' 58 "12, aus dem Loga- 
rithmus des Cosinus = 48* 10'58"17, aus der Tangente (deren Logarithmus den 
Untersclüed jener bUdet) = 48*10' 58"14; hieraus 6 = — 6°21'56"28. 

Nach der zweiten Methode steht die Rechnung so: (66) 

logtang(^ 9,189 3062« C.logcos^ 0,362 6190 

logsina 8,871 9792 n logcos(?— «) . . . 9,878 9703 

logtang^ 0,317 3270 logtanga 8,873 1869 n 

t =64° 17' 6 "83 logtangZ 9,1147762« 

^_e = 40 49 7,57 l = 352°34'44"50 

logsinZ 9,1111232« 

logtang(g— c) . . 9,936 3874 

logtangft 9,047 5106 « 

b = — 6°21'56"26 

Zur Bestimmung des Winkels E hat man die doppelte Rechnung: 

logsinc 9,600 1144 logsine 9,600 1144 

log cos « 9,998 7924 logcos^ 9,996 3470 

C. log cos 6 0,002 6859 C.logcosr^ 0,0051313 

logcos^ 9,601 5927 logcos^ 9,601 5927 

woraus ^ = 66*26' 55"35. 



70. 

Um Alles beisammen zu haben, was zur Berechnung der geocentrischen 
Orte erforderlich ist, muss noch Einiges über Parallaxe xmd Aberration 
hinzugefügt werden. Ich habe zwar schon oben eine Methode gegeben, 
wonach der von der Parallaxe afficirte, d. h. der einem Punkte auf der Erd- 
oberfläche entsprechende Ort, unmittelbar und mit grösster Leichtigkeit zu be- 
stimmen ist. Da aber bei der gewöhnlichen, in den Artt. 62 und folgenden be- 
handelten Methode der geocentrische Ort auf den Mittelpunkt der Erde b^sogen 
zu werden pflegt, in welchem Falle er von der Parallaxe befreit heisst, so muss 
noch eine besondere Methode zur Bestimmung der Parallaxe, welche der Unter- 
schied zwischen beiden Orten ist, hinzugefügt werden. 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. HimmeUk. 1 1 
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Es seien deshalb die geoeentrische Länge und Breite eines Himmelskörpers 
in Bezug auf den Erdmittelpunkt Ä und /?, und in Bezug auf irgend einen 
Punkt an der Erdobei-fläche l und 6; der Abstand des Körpers von dem 
Erdmittelpunkte = r, von dem Erdoberflächenpunkte = ^; es entspreche end- 
lich an der Himmelskugel dem Zenith dieses Punktes die Länge L^ die 
Breite B und der Halbmesser der Erde sei = R. Von selbst ist schon klar, 
dass alle Gleichungen des Art. 62 auch hier Statt finden; aber man kann sie 
bedeutend abkürzen, da hier R eine Grösse ausdrückt, die im Vergleiche mit 
r imd J fast verschwindet. Uebrigens werden dieselben Gleichungen ofiFenbar 
auch dann gelten, wenn Ä, /, i, statt der Längen die Rectascensionen, und 
/?, 6, B statt der Breiten die Declinationen bedeuten. In diesem Falle sind 
(67) l — X, 6 — /? Rectascensions- und Declinations- Parallaxen, in jenem aber Längen- 
und Breiten -Parallaxen. Wenn man R als eine Grösse der ersten Ordnung 
betrachtet, so werden l — X, 6 — /3, J — r von derselben Ordnung sein, und 
wenn man die höheren Ordnungen vernachlässigt, so leitet man aus den 
Foimeln des Art. 62 leicht ab: 

j y . i?co8-B8in(A — L) 

rco8(5 

H. h—ß = ^^^'j^^^'^ (tang/? cos(i— Z)— tang^) 

HL J — r= — i?cosJ5sin/?(cotang/?cos (i — L)4-tang-B). 

Nimmt man den Hülfswinkel & dabei so, dass tangd' = . _^ , so erhalten 

die Gleichungen II und III folgende Fonn: 

yy 1 ,j Rco^Bqo%{1 — L)&\n{ß — ■&) RmiBAn(ß — S) 



m. J—r = 



r cos & r sin ^ 

RcOBBc08{k Z)C08(/J— -^) Ä8inBco8(/S — d) 



008 d" sin^ 

Um in I und II die Grössen l — Ä und 6 — ß in Secunden zu erhalten, muss 
für R die mittlere, in Secunden ausgedrückte Sonnenparallaxe gesetzt werden; 
in lU aber ist für R dieselbe, mit 206 265" dividirte Parallaxe zu nehmen. 
Endlich kann man, ohne an Genauigkeit zu verlieren, bei den Parallaxen- 
Werthen statt r, Ä, ß auch J^ /, 6 anwenden, sobald bei der umgekehrten 
Aufgabe aus dem mit der Parallaxe behafteten Orte der von ihr freie Ort 
bestimmt werden soll. 
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Wir wollen zwei Zeitniomente unterscheiden, t und t\ wo der Lichtstrahl das 
vordere Ende (das Centrum des Objectivglases) und wo er das hintere 
Ende (den Brennpunkt des Objectivs) berührt Die Orte dieser Enden im 
Räume sollen für den ersten Zeitpunkt a und 6, flir den späteren ä und b' 
heissen. Dann ist klar, dass die gerade Linie ab' die wahre Lage des Strahls 
im Räume ist, dass aber dem scheinbaren Orte die gerade Linie ab oder a'6' 
(die man als parallel annehmen kann) entspricht. Auch sieht man ohne 
Weiteres, dass der scheinbare Ort von der Länge des Rohrs unabhängig ist. 
Der Unterschied zwischen der Lage der geraden Linien 6 a, ba ist die Aberra- 
tion, sowie solche für die Fixsterne Statt findet, und die Art ihrer Berechnung 
will ich als bekannt übergehen. Für die Irrsteme ist aber jener Unterschied 
noch nicht die vollständige Aberration, denn der Planet ändert in der Zeit, 
welche sein Lichtstrahl gebraucht, um auf die Erde herabzugelangen, seinen 
Ort, weshalb die Lage dieses Strahls nicht dem wahren geocentrischen Orte zur 
Zeit der Beobachtimg entspricht. Wir wollen annehmen, dass der Lichtstrahl, 
welcher zur Zeit t das Femrohr trifft, zur Zeit T vom Planeten ausge- 
gangen sei; der Ort des Planeten im Räume zur Zeit T soll P heissen, zur 
Zeit t aber p. Endlich soll A der Ort des vorangehenden Endes der Axe 
des Rohrs für den Zeitpunkt T sein. — Nun ist klar, 

1) dass die gerade Linie AP den wahren Ort des Planeten zur Zeit T^ 

2) die gerade Linie ap den wahren Ort zur Zeit ^, 

3) die gerade Linie ba oder b' a! den scheinbaren Ort zur Zeit t 
oder t' (deren Unterschied als eine unendlich kleine Grösse betrachtet 
werden kann), 

4) die gerade Linie b' a denselben scheinbaren, von der Aberration der 
Fixsterne befreiten Ort 

zeigen. 
(69) Die Pimkte P, a, V liegen schon in einer geraden Linie, und die Theile 

Pa^ ab' werden den Zwischenzeiten t — T^ t' — t proportional sein, wenn die 
Bewegung des Lichtes mit gleichförmiger Schnelligkeit vor sich geht. Das 
Zeit-Litervall t' — T ist wegen der erstaunlichen Geschwindigkeit des Lichtes 
stets sehr klein, und man darf annehmen, dass in dieser Zwischenzeit die 
Bewegung der Erde geradlinig und mit gleichförmiger Geschwindigkeit vor 
sich geht: also werden auch -4, a, a in gerader Richtimg liegen und die Theile 



36 Erstes Buch. Zweiter Abschnitt. 

Unzuträglichkeit 5 dass man sie nur anwenden kann, wenn mehre benachbai-te 
Orte entweder berechnet, oder aus den Beobachtungen schon bekannt sind, 
indem man sonst die tägliche Bewegung nicht als gegeben ansehen kann. 
(70) Die Unbequemlichkeit der ersten und dritten Methode wird gänzlich 

gehoben, wenn mehre einander benachbarte Orte zu berechnen sind. Denn 
wenn nur erst für einige der letzteren die Abstände bekannt geworden sind, so 
kann man sein- bequem und mit hinreichender Schärfe auf die nächstfol- 
genden Abstände durch die gewöhnlichen Hülfsmittel schliessen. Wenn 
übrigens der Abstand bekaimt ist, so ist die erste Methode deshalb der dritten 
gemeiniglich vorzuziehen, weil es daliei der Fixstern -Aben-ation nicht bedarf. 
Muss man aber zu einer doppelten Berechnung seine Zuflucht nehmen, so 
empfiehlt die dritte Methode sich dadm-ch, dass bei der zweiten Rechnung der 
Ort der Erde wenigstens beibehalten werden kaim. 

Schon von selbst bietet sich das für die umgekehrte Aufgabe Erfor- 
derliche dar, d. h. für die Bestimmung des wahren Orts aus dem schein- 
baren. Nach der ersten Methode behält man nämlich den Ort selbst unver- 
ändei-t bei, aber die Zeit ^, welcher der angenommene Ort als scheinbarer 
entspricht, verwandelt man in die reducirte Zeit T^ welcher derselbe Ort als 
wahrer Ort entsprechen wird. — Nach der Methode II behält man die Zeit t 
bei, aber dem angenommenen Orte fügt man die Bewegung in der Zeit t — T 
hinzu, als ob man ihn auf eine Zeit t-\-{t — T) reduciren wollte. — Nach 
der Methode lU betrachtet man den angenommenen, von der Fixstem- 
AbeiTation befreiten Oi-t als walu-en Ort für die Zeit T^ aber der wahre, der 
Zeit t entsprechende Erdort wird beibehalten, als ob er zu jener gehörte. Die 
Nützlichkeit der dritten Methode wird un zweiten Buche deutlicher erhellen. 
Der Vollständigkeit halber bemerke ich noch, dass der Ort der Sonne 
von der Aberration ganz so afdcirt wird, wie der Ort emes Planeten. Da 
aber sowohl der Abstand von der Erde, als die tägliche Bewegung sehr nahe 
constant sind, so erhält auch die Aberration einen nahezu beständigen und der 
mittleren Bewegung der Sonne während 493 Zeitsecunden gleichen Werth, 
mithin = 20"25, welche Grösse man von der wahren Länge abziehen muss, 
lun die scheinbare zu erhalten. Der genaue Werth der Aberration steht im 
zusammengesetzten Verhältnisse des Abstandes und der täglichen Bewegung, 
oder, was auf eins herauskommt, dieser Werth verhält sich verkehrt wie der 
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Es sei die Länge des Himmelskörpers = Ä, Breite = /?, Abstand = Jj 
alles in Beziehung auf den wahren Ort der Beobachtung auf der Erdober- 
fläche , dessen Zenith die Länge / und die Breite h entsprechen. Femer 
sei n der Halbmesser der Erde, L die heliocentrische Länge des Mittelpunkts 
der Erde, B = dessen Breite, B = dessen Abstand von der Sonne; endlich 
sei L' die heliocentrische Länge des fingirten Ortes, ü' dessen Abstand von 
der Sonne, J-^^ dessen Abstand vom Hmimelskörper. Dann ergeben sich 
ohne Weiteres folgende Gleichungen, wobei N einen willkürlichen Winkel 
bezeichnet: 
B'co^{L'—N) + Sco&ßcos{k—N) = 7?cos^cos(L— .V) + ;rcos6cos(/— iV^) 
R'smlL'—N) + dQ.o&ß^m{l—N) = i?cosi?sin (L— iV^j+jrcosftsin (/— iV) 
(Tsin/? = -ff sin -B-}-^ sin 6. 

Setzt man daher 
L (i?sinJ5 + :rsin6)cotang/? = //, so wird 

n. R'cos{L'—N) = i?cosi?cos(L— iV^) + jrcos6cos(/— .V)— /icos(Ä— iVO 
HL Ii'sm{L—N) = RcoBBsm{L—N) + 7tcosbBin {l—N)—fism (i^—N) 

IV. ^ = -^. 

C08/!J 

Aus den Gleichungen II und III kann B' imd L\ aus IV aber das 
Zeitintervall bestimmt werden, was zur Beobachtungszeit hinzuzulegen und in 
Secunden = 493 ä sein wird. 

Diese Gleichungen sind genau und allgemein und sie können auch dann 
angewandt werden, wenn statt der Ebene der Ecliptik der Aequator gesetzt 
wird, und L, L\ i, l Rectascensionen, J5, /?, 6 Declinationen bedeuten. Aber 
in dem hier vorzugsweise behandelten Falle, wo nämlich der fingirte Ort in 
der Ecliptik belegen sein muss, gestattet die Kleinlieit der Grössen jB, jt, 
L' — L noch einige Abkürzung der vorhergehenden Formeln. Es kann näm- 
lich statt Jt die mittlere Sonnenparallaxe genommen werden, B statt sinJ5, Eins 
(72) statt cosü und cos(L' — Z), L — L statt sin(Z/' — L). Macht man so N= Zr, 
so nehmen die obigen Gleichungen folgende Form an: 

I. ,u = (i?^ + jrsm6)cotang/5 
II. jB' = ä + .tcos6cos(/ — L) — f4cos{k — L) 
|.|.y j, j- -Tcos68in(Z — L) — jMsin(A — L) 

111. Li JL/ = J7i . 
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Eigentlich müssen liier zwar B^ n^ L — L in Theilen des Radius ausgediilckt 
werden; aber man sieht, dass, wenn man jene Winkel in Secunden ausdrückt, 
die Gleichungen I und III ohne Aenderung beibehalten werden können, für 
II aber gesetzt werden muss: 

p, pj^ -TC08?<C0S(? — L) — ,ucos(A, — L) 

-" ~ -""T 206265" "' 

Uebrigens kann in Formel III für den Nenner R olme merklichen Irrthum 
stets R genommen werden. Die Reduetion der Zeit wird aber beim Ausdrucke 

493'. M 



der Winkel in Secunden = 



206 265". cos/?* 



73. 



Beispiel: Es sei A = 354"44'54", ß = — 4"59'32", / = 24"29', 
h = AQ'5B', L = 12''28'54", B = +0"49, R = 0,9988839, tt = 8"60; 
so steht die Rechnung wie folgt: 

logi? 9,99951 logJT 0,93450 

log^ 9,690 20 logsinS 9,863 30 

log-Bi? 9,689 71 logjrsinft 0,797 80 

Hieraus log{BR-\-jT8inb) 0,830 40 

logcotang/? 1,058 73 n 

logfi 1,889 13 n 

logjr 0,934 50 log^u 1,889 13 n 

logcos6 9,834 73 logl" 4,68557 

logl" 4,68557 logcos(;i— L) 9,978 86 

logcos(Z— L) 9,99040 6,553 56« 

5,445 20 N. Z. = — 0,000 35 7 7 

N. Z. = +0,0000279 
Hieraus erhält man R' = i?+ 0,000 3856 = 0,999 2695. Ferner ist (73) 

log:rcos6 0,769 23 log.« 1,889 13 w 

log8in(Z— Z) 9,317 94 logsin(^— Z) 9,483 71 n 

Compl. log Jg' 0,000 32 Compl.log ig' 0,000 32 

0,087 49 1,37316 

N. Z. = + 1"22 N. Z. = +23 "61 

OAUSSy Theorie d. Beweg, d. HimmeUk. 1^ 
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Hieraus erhält man U ■= L — 22 "39. Zuletzt hat man 

log» 1,88913« 

C. log 206 265 4,685 57 

Iog493 2,692 85 

C. log cos /J 0,00165 

9,269 20«, und daher die Reduction der Zeit 
= — 0*186 und deshalb von keiner Bedeutimg. 

74. 

Eine andere Aufgabe: aus dem geocentrisclieii Orte eines Himmelskörpers 
und der Lage der Bahnehene dessen heliocenirisch&n Ort in der Bahn abzun 
leite7i — ist der vorstehenden in so weit verwandt, als sie ebenfalls abhängig 
ist von dem Einsclinitte einer geraden, zwischen der Erde und dem Hinamels- 
körper gezogenen Linie mit enier der Lage nach gegebenen Ebene. Die Auf- 
lösung wu'd sehr bequem aus den Formeln des Art. 65 erhalten, wo die Be- 
zeichnung der Charaktere folgende war: 

L Länge der Erde, R ihr Absümd von der Sonne; die Breite B setze 
ich = (da der Fall , wo sie nicht = ist, auf diesen leicht mittelst des 
Ai-tikels 72 zurückgeführt werden kann), woraus dann R' = R\ Z = geocen- 
trische Länge des Hmnnelskörpers, 6 dessen Breite, J sein Abstand von der 
Erde, r Abst^md von der Sonne, u Argument der Breite, Q Länge des auf- 
steigenden Knotens, i Neigung der Bahn. 

So hat man die Gleichungen: 
L rcosw — i?cos(L — Q) = Jcosbco&(l — Q) 
IL rcosisinw — i?sin(L — Q) = Jcosbsm{l — Q) 

IIL rsinisint^ = ^sin6. 
Multiplicirt man die Gleichung I mit sin(/> — Q)sin6, die Gleichung II mit 
— cos(Zr — Q)sin6, III mit — sin(L — /)cos6, so ward, nach Addirung der 
Producte, 
cosMsin(L — Q) sin6 — sin?^ cosi cos(L — Q)sin6 — sinwsinesin(L — l) cosb = 0, 

woraus daim 

j^j sin {L — Q) sin b 

^ cosico8(Z» — Qjsini -(- 8ini8in(Z — Ijcosb ' 



/ 
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Multiplicirt man aber I mit sin(Z — Q), II mit — cos(/ — Q), so wird, nach (74) 
Addition der Producte, 

,7. Rain{L — l) 

sin u cos i cos (Z — Q) — cos u sin (l — W) ' 

Die Zweideutigkeit in Bestimmung von tt aus Gleichung IV wii'd von selbst 
durch Gleichung III gehoben, die zeigt, dass u zwischen und 180®, oder 
zwischen 180® und 360® genommen werden müsse, je nachdem die Breite b 

positiv oder negativ ist. Ist aber 6 = 0, so zeigt die Gleichung V, dass w = 0, 

oder u = 180® gesetzt werden muss, je nachdem sin(L — /) und sin(/ — Q) ver- 

scliiedene Zeichen haben, oder dieselben Zeichen. 

Die numerische Berechnung der Formeln IV und V kann auf ver- 

^schiedene Weise durch Einführung von Hülfswinkel abgeküi-zt werden. Z. B. 

, , tang6cos(L — Q) , . . , , sin^tang(Zr — Q) 

setzt man — ^. ,r — r — = tanff-1, so wu-d tangu = . ? , ., ; 

8in(L — 1} ^ ' o sm(4-f-0 

, , tan£:tsin(L — l) , d • i . cosJ3sin6tanfi:(L — Q) 
setzt man ^—rr — 0; — = tanffiJ, so ward tangw = . ,p , , 7 -. — -. 

<j[anz ebenso erhält die Gleichung V dm-ch Einführung eines Hulfswinkels, 

<ie8sen Tangente = cosUanew oder = — - — ; ist, eine concinnere Form. 

So wie wir die Formel V aus Combination der Gleichungen I und II er- 
liielten, so gelangen wir durch Combination der Gleichungen II und III zu 
folgender: 

_ Jg8in(L— Q) 

sin u (cos i — sin i sin (l — Q) cotang 6) 

und ebenso durch Combination der Gleichungen I und III zu 

igcos(L — Q) 

costt — Sinti sin i cos (i — Ö) cotang 6* 

Beide lassen sich auf gleiche Weise wie V durch Einführung von Hülfswinkeln 
noch einfacher machen. Auflösungen, die aus dem Vorstehenden resultiren, 
findet man gesammelt und durch ein Beispiel erläutert in von Zach, Monat- 
liche Correspondenz, Band V, S. 540*), weshalb ich deren weitere Entwicklung 
hier übergehe. Wenn ausser u und r auch der Abstand J bestimmt werden 
soll, so kann dies durch Gleichimg III geschehen. 



*) Der Yollständige Abdruck dieser hier citirten Abhandlmig Ton Gaass findet sich im Anhange, 
Seite 42 — 45. Anmerkung de$ Uebersetzers, 

12* 
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7o. 



Eine andere Auflösmng der vorhergelieiiden Aufgabe stützt sich auf den 
im Art. 64 III vorgetragenen Satz, dass der helioeentrische Ort der Erde, sowie 
der geocentrische Ort des Himmelsköi-pers und dessen heliocentiischer Ort in 
einem und demselben grössten Kreise der Kugel liegen. Es seien in Fig. 3 jene 
Orte beziehungsweise jT, (t, H\^ ferner ß der Ort des aufsteigenden Knotens; 
(75) Qr, QH Theile der Ecliptik und der Balm; GP ein auf die Ecliptik aus G 
herabgelassenes Loth, was daher gleich h ist. Hieraus und aus dem Bogen 
PT =^ L — / wird der Winkel T und der Bogen TG bestimmt. Dann sind in 
dem sphärischen Dreiecke QIIT gegeben der Winkel Q = i, der Winkel T und 
die Seite QT = L — ß, woraus die beiden librigen Seiten QH=u und TH 

abgeleitet werden. Endlich wird HG = TG — TH und r = — . jj^ ^ 
B Bin TH 



J = 



sin HG 



76. 

Im Art. 52 habe ich gezeigt, wie die difterentialen Veränderungen der 
heKocentrischen Länge und Breite und des curtirten Abstandes durch die 
Veränderung des Argimientes der Breite u^ der Neigung i und des Radius 
vector r ausgedrückt werden können, und hernach (Art. 64, IV) habe ich aus 
jenen die Veränderungen der geocentrischen Länge und Breite /, b abgeleitet. 
Durch Combination jener Formeln werden daher dl und db durch dw, di, 
dQ, dr ausgedrückt erhalten. Es ist aber der Mühe werth, zu zeigen, wie 
man auch bei dieser Rechnimg der Reduction des heliocentrischen Orts auf 
die Ecliptik überhoben bleiben kann, ebenso vne ich im Art. 65 den geocen- 
ti'ischen Ort unmittelbar aus dem heliocentrischen Orte in der Bahn abgeleitet 
habe. Zur grösseren Vereinfachimg der Foimeln, will ich die Breite der Erde 
vernachlässigen, da sie wenigstens bei den Differential -Foimeln keinen merk- 
lichen Einfluss haben kann. Es dienen also hier folgende Formeln, bei denen 
der Kürze wegen co für / — Q und, wie oben, J' für Jcosb gescluieben ist: 
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in*, ("j-j = — coscütang6 

V*. (-3—) = ^^ös(L — /)sin6 = — ^;^cos(L — l)smbcosb. 

Endlich können auch die übrigen Fonneln II, VI, VII durch Einführung ge- 
wisser Hülfswinkel noch vereinfacht werden, was auf folgende Weise sehr 
bequem gescliieht. 

Man bestimme die HülfsAvinkel M. iV durch die Formeln tanffif = — ^, 

^ ° 0081 ' 

tang-Är= sincütangi = tangil/coscüsini. Dann wird zugleich 

cos3f^ 1-f-tangA''^ cost^ -f-sinw^sini* j 

cos^^ l-f-tangü/^ cosi^-j-tangw* 

Die Beseitigung der Zweideutigkeit bei Bestimmung von M und* -AT aus den 
Tangenten kann nach Willklii- und daher auch so geschehen, dass man 

cosA/ , . , . sin-W , . . 

TTf = + cos CO, mithm — — ri = +smt 

cobN ' Bin AI 

nimmt. Sodann gehen die Formeln II, VI und VII in folgende über: 

(77) ir. (äl^ rsin.cos(M-u) 

\auj J BinM 

VI *. f "j— ) = -j (cos oj sin i cos ( if — u) cos {X—b) -|- sin {M — u) sin {X — b)\ 

VIT* f^^\ rainucoBicoB(N — b) 

\di J ^ cos N 

Diese Transformationen werden in Beziehung auf die Formeln II und VII 
Jedem klar sein. Bezüglich der Formel VI aber scheint eine Erläuterung am 
Platze. Wenn man nämlich bei Formel VI zuerst für u setzt: M — {M — u)^ 
so erhält man: 

— f -j— ) = cos {M — u) Icos (o sin if sin 6 — sin (o cos i cos if sin & -[- siii * cos M cos b\ 
— sin {M — ti) I cos ü) cos Msin 6 + sin w cos i sin J/sin 6 — sin i sin if cos b\. 

Nim ist 

cosa>sin-3[/ = cosi'cosa>siniLr+sini^coscosinil/= smcücosicos-SZ+sini^coscosinilf; 

weshalb der erstere Theil jenes Ausdruckes übergeht in: 

sin i cos {M — u) jsin i cos co sin ilf sin b -[- cos Mcos b\ 

= sinicos {M — u) |cosa>sin^sin6 + coscocos A^cos b\ = cos w sin icos{M—u) cos (N—b). 
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der einzelnen Elemente entstehen. Zui- besseren Erläuterung dieser Vor- 
schriften wollen wir das in den Artt. 13, 14, 51, 63, 65 tractirte Beispiel 
wieder vomelnnen. Zuerst vnU ich nach Anleitiuig des vorhergehenden Artikels 
d^ und ab durch d»', du, de, dQ ausdrücken, wobei die Rechnung so steht: 



logtangco 8,40113 

logcost 9, 98853 

logtangJ/ 8,41260 

M = 1"28'52" 

M—u = 165 17 8 

r 

logsin(L— 0---V2125 

logi? 9,99810 

C.log^'.. 9,920 2 7 

9,639 62 

C.logr 9,67401 

log(|^) 9,31363 

(79) IV 

log^ 9,91837 

logcos(L—Z).. 9,929 56 
n 9,84793 

vu* 



logsint« 8,40099« logtang(il/— m) 9,419 32 w 

logtangi 9,367 23 logcoscosini . . . 9,355 62 n 

logtangA' 7,76822« logtangP 0,063 70 

N = 179''39'50" P = 49" 11' 13" 

X—b= 186 145 JV— 6— P=136 50 32 

ir* iir 

9,63962 logcost« 9,99986« 

logc ot(il/— ^) 0,580 68 « logtang6 9,04749« 



log(l^) 0,220 30 log(4j) 9,047 35 



« 



V* vr* 

n 9,84793 log-^ 0,24357« 

Iogsin6cos6 ..9,04212« iog8in(Jf—«).. 9,404 84 

^•^^g^ ^>^^^Q^ logcos(^-&-P)9,86301« 

log(^) 8,56406 C.logsinP 0,120 99 

log(^) 9,63241« 

VIII 



logrsinMcose ..9,759 99« (*) 9,639 62 

logcos(.^^— 6)..9,99759« log sin 6 cos6 ..9,042 12« 

C-log-^ 9,91759 /^N 3 4,^ 

C. log cos AT 0,00001« ^vd«/ 

log(4^^) 9,67518« 

Die Zusammenstellung dieser Werthe ergiebt 
dZ =+0,205 89 dr-f- 1,660 73 dM— 0,111 52 di-f- 1,704 58 dQ 
db = +0,036 65dr— 0,428 95 dtt— 0,473 35 di— 0,048 05 dQ. 
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Kaum bedarf es wohl der schon häufig wiederholten Bemerkung, dass entweder 
die Aenderungen d/, d&, dw, di, dQ in Theilen des Radius auszudrücken, 
oder die Coefficienten von dr mit 206 265" zu multipliciren sind, wenn erstere 
in Secunden verstanden werden. 

Bezeiclmet man nun die Länge des Peiihels (die in unserem 
Beispiele =52° 18' 9 "30 ist) mit IT und die wahre Anomalie mit v, so ist 
die Länge in der Bahn = w-f-Q = ^;-f.77, und daher di^ = dv + d/7 — dQ, 
und wenn man diesen Werth in die vorangehenden Formeln substituirt, so 
erhält man dl und db durch dr, dv^ d/7, dQ, di ausgedrückt. Es erübrigt 
daher nm-, dr und dv nach Anleitung der Artikel 15 und 16 durch die 
diflferentialen Aenderungen der elliptischen Elemente darzustellen. (Bei der 
folgenden Rechnung bedeutet das Sjonbol M nicht mehr unseren Hülfswinkel, 
sondern — wie im ersten Abschnitte — die mittlere Anomalie.) 

In dem Beispiele des Art. 14 war log-^ = 9,90355 = log(^)- (80) 

log^ 0,19290 loga 0,42244 

logcosy 9,98652 logtangy 9,40320 

Ti— logsin^; 9,849 31 tz 

H(|^) 0,17942 -7^- 



log(lJ) 6,67495.^ 



2— ecos^ = 1,80085 

ee = 0,06018 ^^S»' 0,42244 

logcos^) '.9,98652 

OS 



1,740 67 
log 0,24072 ^Qg«<^«^' 9,849 66 

log^ 0,19290 log(:j^) 0,25862n 



logsin^ 9,766 34 



n 



log(IJ) 0,19996« 



<d<p. 
Hieraus erhält man 

dv= + 1,511 54 dif— 1,584 75 d</) 

dr = — 9,473 lOdJ/— 1,813 93d</) + 0,80085da 

und nach Substitution dieser Werthe in die früheren Formeln folgt: 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Hlmmelsk. 13 
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dl = +2,412 87dif—3,00531dy + 0,16488da-f 1,660 73d/7 

— 0,111 52d^ + 0,043 85dO 

d6 = —0,665 72 dil/+0,613 31 dy + 0,029 25 da— 0,428 95 d/7 

— 0,473 35 di+0,880 90da 

Nimmt man an, dass die Zeit, welcher der berechnete Ort entspricht, 
um n Tage von der Epoche entfernt ist, mid wird die mittlere Länge 
für die Epoche mit N^ die tägliche Bewegung mit 7 bezeichnet, so ist 
M= N'\'nJ — i7, und daher dif = dN-\-ndJ — dIT. In unserem Beispiele 
ist die dem berechneten Orte entsprechende Zeit = October 17,41507 des 
Jahres 1804 im Meridiane von Paris. Wenn mithin für die Epoche der Beginn 
des Jahres 1805 gesetzt wird, so ist n = — 74,58493; die für jene Epoche ge- 
setzte mittlere Länge war = 41"52'21"61 und die tägliche Bewegung = 824"7988. 
Substituirt man nun in die eben gefundenen Formeln für d M seinen Werth, 
so verhalten sich die durch die alleinigen Veränderungen der Elemente ausge- 
drückten differentialen Veränderungen des geocentrischen Orts, wie folgt: 

dl = 2,41287dJ\r—179,96d7— 0,752 14di7—3,00531dy + 0,16488da 
—0,111 52 di+ 0,043 85 dO 

d6 = — 0,665 72diVr+49,65d7+0,236 77d/7-|-0,61331dy + 0,029 35da 
— 0,473 35 di+ 0,380 90 dQ. 

(81) Wird des Himmelskörpers Masse entweder vernachlässigt, oder wenig- 

stens als bekannt angesehen, so sind J und a von sich gegenseitig abhängig, 
und somit kann, man entweder dj oder da aus den Formeln eliminiren. 

Da nämlich, nach Art. 6, Ja = Ä;|/(l + /i), so ist -:^ = — | — ^, in welcher 

/ ^ 

Formel, wenn d7 in Theilen des Radius ausgedrückt werden soll, man auch 
7 ebenso ausdrücken muss. Auf diese Weise ist unserem Beispiele 

log7 2,91635 

logr 4,68557 

logl 0,17609 

aiogg 9,57756 

log^ 7,355577^, 

oder d7 = — 0,002 2676 da und da = —440,99 d7, und durch Substitution 
dieses Werthes in unsere Formeln ergiebt sich endlich als letzte Form: 
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il = 241287di^— 252,67d7— 0,75214d/7— 3,00531dy 

—0,111 52 d2 + 0,043 85 dQ 
d6 = — 0,665 72dJV^+36,71d7 + 0,236 77d/7+0,61331dy 
— 0,473 35di + 0,38090dQ. 
Bei Entwickelung dieser Formeln haben wir vorausgesetzt, dass sämmtliche 
Aendenmgen d?, d6, d-^, d7, d/7, dy, di, dQ in Theilen des Badins aus- 
gedrückt seien; oflFenbar aber werden wegen der Homogeneität aller Theile 
dieselben Formeln auch dann gelten, wenn alle jene Aenderungen in Secunden 
ausgedrückt sind.*) 



*) Wegen der bei mehren Zahlen des Art. 77 vorgenommenen Aenderungen vergl. die Andeutung 
im Dmckfehler - y erieichniBBe der lateinischen Ausgabe, sowie den Erg&nzungsband zu den Astronom. Nachrich- 
ten, pag. 181. Anmerkung des üebenefger». 
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(82) Dritter Abschnitt. 

Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn. 

78. 

Die vergleichende Betrachtung zweier oder mehrer Orte eines Himmels- 
körpers in der Bahn sowohl als im Räume, gewälui; eine so grosse Menge 
eleganter Vorlagen, dass man damit leicht einen ganzen Band füllen könnte. 
Mein Zweck geht aber nicht dahin, dies fruchtbare Argiunent zu erschöpfen, 
sondern hauptsächlich dahin, hieraus einen umfangreichen Apparat von Hülfs- 
mitteln zu schaffen für Auflösung der grossen Aufgabe der Bestimmimg unbe- 
kannter Bahnen aus den Beobachtungen. Unter Vernachlässigung Dessen, was 
hierbei zu fremdartig sein würde, Avill ich daher Alles desto sorgfältiger ent- 
wickeln, was auf irgend eine Weise zu diesem Zwecke f üln-en kann. Den Unter- 
suchungen selbst will ich einige trigonometrische Betrachtungen vorausschicken, 
auf welche ich wegen ilu-es häufigen Gebrauchs öfter zurückkommen muss: 

I. Wenn A^ B^ C irgend welche Wmkel bezeichnen, so hat man 

sm^sin(C— J5; + sm^sin(^— C) + sinCsin(if— ^) = 
cos^sin(C— 5) + cosJ5sin(^— C) + cosCsin(if— ^) = 0. 

n. Wenn zwei Grössen p und P aus Gleichungen bestimmt werden 
sollen wie 

p^m{A — P) = a 
p^mlß—P) = &, 

so geschieht das allgemein mit Hülfe der Formeln 

p^m{B—Ä)mi{H—P) = 6sin {H—Ä) — a^m (H—B) 
p^mlB—A)cos{H—P) = bcoslH—A)—acosin—B\ 

wobei H ein willkürlicher Winkel ist. Hieraus, leitet man (Art. 14, H) den 
Winkel H — P ab und ^sin(jB — A)] und hieraus P und p. Gemeiniglich 
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pflegt die Bedingung hinzugefügt zu sein, dass p eine positive Grösse sein 
muss, wodurch die Zweideutigkeit in Bestimmung des Winkels H — P durch 
seine Tangente entscliieden wird. Fehlt aber diese Bedingung, so kann man 
die Entscheidung nach Belieben treflfen. Zur Bequemlichkeit der Rechnung 
pflegt man den willkürlichen Winkel H entweder = A oder = B oder 
^=\{A'\-B) zu setzen. — Im ersten Falle sind die Gleichungen zur Be- 
stimmimg von P und p folgende: 

p^m{A — P) = a 

f A TW b — aco8{B — A) 
pcosiA-P)= 3i„^^_^) . 

Im zweiten Falle sind die Gleichungen ganz analog; im dritten aber: (ß^) 

pcosiiA+iB-P) = g,|„^~°_^) ■ 

Fülui; man daher den Hülfs^vinkel 'Q ein, dessen Timgente = -r j so findet 
sich P durch die Fonnel: 

Umg{{A + ^B—P) = tang(45' + :)^^gY(^— ^) 
und sodann p durch irgend eine der vorhergehenden Fonneln, wo 

i(6 + «) = 8m(4ö- + u) V-.«-|- = ^^^,P- = ^^'°%+^ 
2 ^ ' '' ^ ' -^^8102^ 8inCI/2 008^1/2 

^^ ^ ^ ' •'^ '^ sin2f 8ini»J/2 co8fI/2 

III. Wenn p und P aus den Gleichungen 

pcos{A — P)= a 
pcos{B—P)=b 

bestimmt werden sollen, so kaim Alles unter Nr. II Erklärte sofort Anwendung 
finden, falls man nur dort statt A und B allenthalben 90^ + -4, 90"-|-jB schreibt 
Zum bequemeren Gebrauche will ich jedoch die entwickelten Formeln hersetzen. 
Die allgemeinen Formeln sind: 

psia{B—A)sin{H—P) = —bcos{H—A) + acoB{H—B) 
psin(Ä— ^)cos(^— P) = bmiiH—Ä)—aBm{n—B). 

Diese gehen daher, falls H= A gesetzt wird, über in: 
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• f A ■n\ acoB{B — A) — 6 

pcos{A — P) = a. 
Für H = B erhalten sie eine ähnliche Form. Für H = ^(il-[--B) aber 
werden sie: 

p.m(i^+i^-f) = „,;-B-M 

so dass nach EinfUlirung des Hülfswinkels C, dessen Tangente = -r-, entsteht: 
cotang(|il + |5— P) = cotang(^— 45")tang|(5— il). 
(84) Sollte man übrigens wünschen, die Grösse p unmittelbar aus a und 6, 

ohne vorgängige Berechnung des Hülfswinkels P, zu bestimmen, so hat man 
die Formel 

pBia{B—A) = y{aa + bb—2 ab cos{B—Ä)), 
sowohl bei gegenwärtiger Aufgabe, als bei IL 

79. 

Zur vollständigen Bestimmung eines Kegelschnitts in seiner Ebene wird 
Dreierlei erfordert: die Lage des Perihels, die Excentricität und der halbe 
Parameter. Wenn solche aus gegebenen, von einander abhängigen Grössen 
ermittelt werden sollen, so müssen so viele Data vorhanden sein, dass man 
drei, von einander unabhängige Gleichungen bilden kann. — Jeder seiner 
Grösse und Lage nach gegebene Radius Vector liefert eine Gleichung, und 
es sind deshalb zur Bahnbestimmung drei, ihrer Grösse und Lage nach gege- 
bene Radien Vectoren erforderlich. Hat man aber nur zwei Radien 
Vectoren, so muss entweder ein Element schon selbst, oder wenigstens irgend 
eine andere Grösse gegeben sein, um daraus die dritte Gleichung construiren 
zu können. Hieraus entsteht eine Mannigfaltigkeit von Aufgaben, die wir jetzt 
der Reihe nach durchgehen wollen. 

Es sollen r, r zwei Radien Vectoren sein, die mit einer geraden, in 
der Ebene der Bahn aus der Sonne beliebig gezogenen Linie die Winkel 
N^ N' nach Richtung der Bewegung bilden; es sei femer 11 der Winkel, 
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f (r COS {N—H)— r' cos (N—H)) cos {H- 77) 
r cos (N—IT) — r cos (N — 77) = { 

( — (r sin {N—H) — r sin {N'— H)) sin {H— 77) 

und deshalb = acos(^ — 77), wenn a und A durch folgende Gleichungen be- 
stimmt werden: 

rcos(N—n)—rcos:N—H) = acos{A—H) 
rsin(^— 77) — r sin(xr— 77) = asin(^— 77). 
Auf diese Weise \vird: 

^ 2rr'Bm1^{N' — N)Bm{^N+^N' — n) 
^ acos(A — //) 

r — r 
acos(^ — 77) ' 

Diese Formeln sind besonders dann bequem, falls p und e für mehre Werthe 
von 77 zu berechnen sind, wUlirend r, ;•', ^V, N' ungeändert bleiben. Da man 
zur Bestimmung der Hülfsgi-össen a und -4, den Winkel 77 nach Belieben 
wählen kann, so ist es vortheilliaft, H = j{N-\'N') zu setzen, wodurch die 
Formeln in folgende übergehen: 

(r'— r) cos ^(N'-N) = —acos{A—\N—\N') 
(r +r)sin|(Ä'— AO = — asin(^— |.V— |.V) 
Ist daher der Winkel A durch die Gleichung: 

bestimmt, so hat man sofort: 

^ coB(A — ^N—iN') 

^ ~ co8^(N''-N)coB(A — n)^ 

7* i •■ f 
(86) wobei sich die Berechnung des Logarithmus der Grösse ^,_ durch den schon 

häufig erklärten Kunstgriff abkürzen lässt. 

81. 

Wenn die Excentricität e gegeben ist, so wird der Winkel 77 durch 
folgende Gleichimg gefiinden: 

^ ^ eco8^(N' — N) ' 

nachdem der Hülfswinkcl A vermittelst der Gleichung 
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tang(^-ii^- iN') = ^ tangi (A"-.V) 

bestimmt ist. Die bei Bestimmmig des Winkels A — 77 dm-cli seinen 
Cosinus zurückbleibende Zweideutigkeit ist in der Natur der Aufgabe be- 
gründet, so dass man letzterer durch zwei verscliiedene Lösungen Genüge 
leisten kann, wobei man anderswoher entscheiden muss, welche beizubehalten 
und welche zu verwerfen ist. Zu diesem Zwecke muss ein wenigstens ge- 
näherter Werth von 11 bereits bekannt sein. 

Nachdem 11 gefimden, wird p entweder durch die Formeln: 
p = r (l + 6 cos {N — /7)) == r (l -{- e cos {N' — /7)), oder durch 



S2. 

Nehmen wir endlich an, dass drei Radien Vectoren ?', r', r" gegeben 
seien, welche mit einer geraden, nach Belieben aus der Sonne in der Ebene 
der Bahn gezogenen Linie die Winkel N^ N\ N" bilden. Man hat dann, 
unter Beibehaltung der übrigen Zeichen, folgende Gleichungen: 

(I) f =l+ecos(.V-/7) 

l^=l^ecos{N"-n), 

woraus sich p, IT, e auf melu*e verschiedene Arten ei-mitteln lassen. Will 
man zuvörderst die Grösse p berechnen, so werden die drei Gleichungen (I) 
respective mit sin(^" — N'\ mit — sin(A'" — N), mit sin(-Ar' — IT) multiplicirt 
und man erhält durch Addition der Producte nach dem Satze I. Art. 78 
_ Bm{N"—N') — am(N"—N)+Bm{N' — N) 

—>im(N"-N') — ^Bm{N"-N)-\-^,Bm{N'—N) 

V T T 

Dieser Ausdruck verdient eine nähere Betrachtimg. Der Zähler wird (87) 
offenbar: 

= 4:smi{N"—2r)sm\{N''—N)sm\{N'—N). 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Hünmelak. ^^ 
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Setzt man sodann fei-ner 

r r" sin {N" — N') = n^ r r" sin {N" — N) = n\ r r sin {N' — -A/) = n\ 

so sieht man, class yw, \n^ \n die Flächen der Dreiecke sind, resp. zwischen 
dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten und zweiten 
Radius Vector. Daraus sehliesst man leicht, dass bei der neuen Fonnel 

der Nenner gleich sei der doppelten Fläche des Dreiecks, welches von den 
Endpunkten der drei Radien Yectorcn gebildet wird, d. h. welches zwischen 
des Hhmnelsköi'pers drei Orten im Räume enthalten ist. Falls jene drei Oi-te 
nur wenig von einander entfernt sind, so wird jene Fläche stets eine 
sehr kleine Grösse, und zwar von der dritten Ordnung bleiben, wenn 
2^' — N^ N" — N' als kleine Grössen der ersten Ordnung betrachtet werden. 
Hieraus geht zugleich hei-vor, dass, falls eme oder mehre der Grössen r, r , r\ 
N^ N\ N" mit, wenn auch nur geringen Fehlem behaftet sind, hieraus ein 
sehr gi-osser Irrthum bei Ermittelung von p entstehen kann. Es lässt daher 
diese Rechnungsmethode zur Bestimmung der Bahn -Dimensionen niemals 
grosse Schärfe zu, wenn nicht die drei heliocentrischen Orte durch beträcht- 
liche Zwischenräume von einander entfernt sind. 

Sobald übrigens der halbe Parameter p gefunden ist, so werden e und 77 
durch Combination von zwei irgend welcher der Gleichungen (I) vermittelst der 
Methode des Art. 79 bestimmt. 



83. 

Will man die Auflösung dieser Aufgabe lieber mit Berechnimg des 
Winkels 77 beginnen, so dient dazu folgende Methode. Man ziehe von der 
zweiten der Gleichungen (I) die dritte ab, von der ersten die dritte, 
von der ersten die zweite, wodurch folgende drei neue Gleichungen 
entstehen : 

_1 1^ 
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Man multiplicire von den Gleichungen (II) die erste mit co^j{N' — N')^ 
die dritte mit cos2-(-^' — N) und ziehe das zweite Produet von dem ersten ab. 
Dann erhält man bei gehöriger Anwendung des Satzes I. Art. 78 [wenn man 
nämlich in der zweiten Formel A = -^{N' — N'), B =z \N-^\N" —IT, 
C=^\{N — N') setzt] folgende Gleichung: 

\{ir-^yoX^^^E\ {N"-N')-\ (±_^)cotangf (xV'-.V) 

= —mx'^{N"—N)co^{\N+\N"—n). 

Durch Combination dieser Gleichung mit der zweiten der Gleichungen (II), 

ßnden sich Tl und — und zwar U mittelst der Formel 

P 



(89)tang(ixV+i-xV"-/7) = 



r r 

7 7^ 



('l— ^) cotang^ (N"^N') — {^^ — \)qo\ahs\{N' — N) 



Auch hieraus lassen sich zwei andere ganz analoge Formeln durch Ver- 
tauschung des zweiten Ortes mit dem ersten oder dritten ableiten. 

84. 

Da aus zw^ei, ihrer Grösse und Lage nach gegebenen Radien Vectoren 
und einem Balmelemente die ganze Bahn sich bestimmen lässt, so wird man 
durch jene Daten auch die Zeit ermitteln können, innerhalb deren der 
Himmelskörper sich von dem einen Radius Vector zum andern bewegt, wenn 
man die Masse des Köi-pers entweder vernachlässigt oder wenigstens als bekannt 
betrachtet: wobei wir bei der ersteren Annahme stehen bleiben wollen, auf 
welche die andere leicht sich reduciren lässt. Es ist also umgekehrt klar, dass, 
wenn zwei Radien Vectoren ihrer Grösse und Lage nach gegeben sind und 
auch zugleich die Zeit, innerhalb welcher der Himmelskörper den zwischen 
ihnen liegenden Ramn beschreibt, man hieraus die ganze Bahn bestimmen 
kann. Jedoch wird diese, zu den wichtigsten in der Theorie der Bewegung 
der Himmelskörper gehörende Autgabe nicht so leicht gelöst, da der Ausdruck 
der Zeit durch die Elemente transcendent, und überdies äusserst complicirt 
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ist. Diese Aufgabe ist es mithin um so mehr werth, auf das sorgfältigste 
abgehandelt zu werden. Es wird daher hoffentlich dem Leser nicht un- 
angenelmi sein, wenn ich ausser einer weiter unten zu gebenden Auflösungs- 
art, die nichts zu wünschen tibrig lassen dürfte, auch diejenige der Vergessen- 
heit entreisse, welche ich, bevor jene sich darbot, häufig angewendet habe. 
Es ist stets nützlich, die schwierigeren Probleme auf verschiedenen Wegen in 
Angriff zu nehmen, und den guten Weg nicht zu verachten, wenn man 
auch den besseren vorzieht. Ich beginne also mit der Auseinandersetzung jener 
früheren Methode. 



85. 

Ich will die Symbole r, r\ N^ N\ /?, e, 77 in derselben Bezeichnung 
beibehalten, die vorher damit verbunden war; den Unterschied N' — N be- 
zeichne ich mit -^, und die Zeit, innerhalb deren der Himmelskörper sich vom 
ersten nach dem späteren Orte bewegt, mit U Nun ist klar, dass, wenn ein ge- 
näherter Werth irgend einer der Grössen p^ e, U bekannt wird, auch die 
beiden übrigen daraus sich bestimmen lassen, und sodann die der Bewegung 
vom ersten nach dem zweiten Orte entsprechende Zeit mittelst der im ersten 
Abschnitte erklärten Methoden. Wenn diese Zeit mit der angenommenen 
Zeit t übereinstimmt, so ist dann schon der vorausgesetzte Werth von p, e 
oder n der wahre Werth, und die ganze Bahn schon gefunden. Ist diese 
Uebereinstimmung nicht vorhanden, so wird die mit einem anderen, vom ersten 
wenig verschiedenen Werthe wiederholte Rechnung zeigen, eine wie grosse Ver- 
änderung in dem Werthe der Zeit einer geringen Aenderung in dem Werthe 
von /?, e, 77 entspricht, woraus man durch einfache Interpolation einen ver- (90) 
besserten Werth eimittelt. Bei der hiermit von Neuem wiederholten Rechnung 
wird man entweder eine mit der Voraussetzung völlig übereinstimmende, oder 
eine nur so wenig davon verschiedene Zeit erhalten, dass man mit neuen Ver- 
besserungen die Uebereinstimmung so genau machen kann, als es nur die 
logarithmischen und trigonometrischen Tafeln zulassen. 

Die Aufgabe wird also darauf zurückgeführt, dass man zeigt, wie für 
den Fall, wo die Bahn noch vollständig unbekannt ist, ein wenigstens genäherter 
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Werth einer der Grössen p^ e^ 11 sich finden lässt. Ich will jetzt eine 
Methode abhandeln, wodurch der Werth von p mit so grosser Schärfe 
ermittelt wird, dass er wenigstens für kleine Werthe von J keiner Ver- 
besserung mehr bedarf, und dass so durch die erste Rechnung die ganze 
Bahn schon mit der Genauigkeit, welche die gewöhnlichen Tafeln erlauben, 
bestimmt wird. Man wird aber schwerlich in einem anderen Falle auf diese 
Methode zu recurriren brauchen, als wemi J massige Werthe besitzt, da die 
Bestimmung einer noch gänzlich unbekannten Bahn wegen der äusserst 
inti-icaten Complication des Problems kaum anders als aus Beobachtungen 
unternommen werden mag, die nicht zu sehr von einander entfernt sind, oder 
vielmehr aus solchen Beobachtungen, denen keine zu starke heliocentrische 
Bewegimg entspricht. 



86. 

Bezeichnet man den der wahren Anomalie v — 77 entsprechenden unbe- 
stunmten oder veränderlichen Radius Vector mit p, so ist die Fläche des von 

dem Hinunelskörper innerhalb der Zeit t beschriebenen Sectors = \ wq^lv^ 

wobei dies Integral von v = N bis zu v = N' ausgedehnt ist, und somit 

kt\/p = WQdv (wo k in der Bezeichnung des Art. 6 genommen wird). 

Dm-ch die von Cot es entwickelten Formeln ist bereits bekannt, dass, wenn 
(px irgend eine Function von x ausdrückt, man einen beständig mehr genäher- 
ten Werth des (zwischen den Grenzen rr = w imd x = U'{'J genommenen) 

Integrals {cpx.dx erhält durch die Formeln 
^J^cpu + (p{u^^) 

±j(cpu + 3(p(u+}J) + 3(p{u+iJ)^cp(u+J)) etc. 

Für unseren Zweck reicht es aus, bei den beiden ersten Formeln stehen 
zu bleiben. 
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Vermittelst der ersten Fonnel haben wir bei unserer Aufgabe j(>(>dr = 
■|-i^(rr + r r) = — ^— ö — ? wenn man — = tang(45® + ^) setzt. Ein erster ge- 

näherter Werth für ^/p wii'd dcslialb sein = -r-. — t d^n ich = 3 a setze. 

Durch die zweite Formel erhalt man genauer (91) 

wobei R denjenigen Radius Vector bezeichnet, welcher der in der Mitte liegenden 

Anomalie y N'\- \ N' — 77 entspricht. Wenn man nun p durch r, Ä, r\ N^ N-^- ^ J^ 

N-^-^ nach Anleitung der Fonnel des Art. 82 ausdrückt, so folgt: 

4 sin 4- ^i^ sin 4 ^i , , . 

p = —-. j—^ — j , und hieraus 

008^^ 1 /^ ^ j_ ^ ^ 28in:l^^i^_ cosw 28in^^i^ 

R '^\r~^r'/ p ]/ (rr'co82cü) p 

Setzt man daher 

28in4-z|21/ (rr' cos2r.) ^ • j d cosA Jl/(rr'co8 2a)) 

* ?— ^ = o , SO wird E = ' — ^, 

cosw ^ /. ^ \ 

008 09(1 ) 

woraus man den zweiten genäherten Werth von \/p erhält: 
Yp^a^ 5 = a 



008.^(1 --^r (i-y)'' 



wobei 2a( * \ = e gesetzt ist. Schreibt man deshalb jt für \/p, so 

wird -T durch die Gleichung (jt — a) (1 )' == * bestimmt, welche, gehörig 

entwickelt, bis zum fünften Grade steigen würde. Setzt man jr = g^-}*/^? so 
dass q ein genäherter Werth von jt ist, und fi eine sclu* kleine Grösse, deren 
Quadrate und höhere Potenzen vernachlässigt werden können, so entsteht aus 
dieser Substitution 

Ö-<«)(l--^)'+/'{(l-^)'+^^^^(l- f,)} = '. oder 
^ = ;^;il^K|'4nl'; ..u.a daher 
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^q^-\-igq — d}(ceqq'\'4dq — 5«^)^ 

^ ~ {q'q — d){q'4-3öq-^4ftö) * 

Bei unserer Aufgabe Laben wir bereits einen genälierten Werth für .t, 
nämlich =3«, der, in die vorangehende Formel für q eingeschaltet, den ver- 
besserten Werth liefert 

_ 243aU-{-3a{9(xa — d) (Q cgft + Td) 
^ ~ (9«« — <5j(27«a-f 5ä) ' 

d e 

Setzt man daher 2f^- = ß'i (i_^rx^ =7y ^^ nimmt die Formel folgende 

(92) Gestalt an: -t = ^ ,"^ — -^ und alle zm- Auflösmig der Aufgabe nothwen- 

digen Operationen sind in nachstehenden fünf Formeln enthalten: 
I. -~ = tsng{45' + w) 

TT ^^''' 

IL -^rj-: n — = « 

ökt COS 2 CO 



jjy 28in j-^^ ]/(rr cos 2 oj) ^ 

v7 /y /v nr\a r.i ' 



IV. 



27 aa cos CO 
2cos|^^cos2ft>^ 



(1— 3|!JjCOSa>2 ^ 

Will man etwas von der Genauigkeit dieser Fonneln opfern, so lassen 
sich noch einfachere Ausdrücke entwickeln. — Wenn man nämlich costw und 
cos 2 CO = 1 macht und den Werth von \/p in eine nach den Potenzen von ^/ 
fortsclu-eitende Reihe entwickelt, so folgt, unter Veniachlä^igimg der vierten 
und höheren Potenzen, 

wo J in Theilen des Radius auszudrücken ist. Macht man deshalb 
-j-T- = \/p\ SO erhält man: 



VI. p=p'(i-ijj+A^y 



Entwickelt man auf ähnliche Weise yp in eine nach den Potenzen von sin^/ 

sin 



fortschreitende Reihe und setzt dabei — 7- — = ]//)', so entsteht: 
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VII. Vp={}V^^^)Vp'\ oder 

Vm. p=p"^-\miJ'yrr'. 

Die Formeln VII und VIII kommen mit denen Uberein, welche Euler in 
„Theoria motus phmetarum et cometarmn" abgehandelt hat, die Formel VI 
aber mit der in „Recherches et ccdculs sur la vraie orhite eUipiique de la 
comete de 1769, p. 80" gegebenen. 

87. 

Nachfolgende Beispiele werden den Gebrauch der obigen Vorschriften 
erläutern und es lässt sich daraus zugleich der Grad der Genauigkeit schätzen. 

I. Es sei logr = 0,330 7640, log/ = 0,322 2239, ^ = 7''34'53"73 (93) 
= 272 93"73, <= 21,93391 Tage. Hieraus findet sich c« = — 33'47"90 und 
die weitere Rechnung steht dann so: 

log^ 4,436 0629 ^logrr'cos2(o.... 0,326 4519 

logrr' 0,652 9879 21og8ini^ 7,038 9972 

C.log3Ä; 5,9728722 log^ 8,8696662 

CAogt 8,6588840 C.logaa 0,558 2180 

C. log cos 2 f» 0,000 0840 C.logcosw 0,0000210 

loga 9,7208910 log/? 6,793 3543 

ß = 0,000 6213757 

log2 0,3010300 

21ogcos|^ 9,9980976 l+y + 21/3 = 3,007 4471 

21ogeo82 to 9,999 8320 log 0,478 1980 

C.log(l— 3/9). ...0,0008103 log« 9,7208910 

2C.logcosn> 0,0000420 C. log (1 + 5 /9) .... 9,998 6528 

logy 0,299 8119 logYp 0,197 7418 

y = 1,9943982 log^ 0,3954836 

21/9= 0,013 0489. 

Dieser Werth für logp weicht vom wahren kaum um eine Einheit in der 
siebenten Stelle ab. Die Formel VI giebt in diesem Beispiele log p = 0,395 4822, 
Formel VU liefert 0,3954780; aus Formel VIU endlich folgt 0,3954754. 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Hlmmelsk. 15 
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n. Es sei logr = 0,428 2792, logr = 0,406 2033, J = 62" 55' 16"64, 
t= 259,884 77 Tage. Daraus wird erhalten cü = — 1"27'20"14, loga = 9,748 2348, 
/? = 0,04535216, y = 1,681 127, log Vi? = 0,219 8027, log;? = 0,439 6054, 
ein Werth, der um 187 Einheiten der siebenten Decimale kleiner als der richtige 
ist. Denn der wahre Werth in diesem Beispiele ist 0,439 6237 ; aus Formel VI 
findet sich 0,436 8730; aus VII 0,415 9824, aus VUI 0,4051103. Hier sind 
die beiden letzten Werthe von dem wahren so sehr verschieden, dass sie 
nicht einmal die Stelle einer Annäherung vertreten können. 

88. 

Die Auseinandersetzung der zweiten Methode wird uns Gelegenheit 
zur Darlegung einer Menge neuer und eleganter Relationen darbieten, und da 
dieselben bei den verschiedenen Arten der Kegelsclmitte verschiedene Ge- 
stalten annehmen, so will ich das Einzelne getrennt von einander behandeln 
und mit der Ellipse beginnen. 
(94) Es mögen zweien Orten die wahren Anomalien v, v entsprechen 

(wobei V die der Zeit nach vorangehende ist), die excentrischen Anomalien 
seien E und E\ die Radien Vectoren r, r ; femer sei 'p der halbe Parameter, 
e = sin^) die Excentricität, a die halbe grosse Axe, t die Zeit, innerhalb deren 
die Bewegung vom ersten zum zweiten Orte vor sich geht. Endlich setze ich 

v'—v = 2f, v+v=^2F, E'—E=2g, E' + E=2G, acosy = -^=6. 

Dann werden aus Combination der Formeln V und VI Art. 8 leicht folgende 
Gleichungen abgeleitet: 

[1] bsing = sin/, yrr 

[2] bsmG = &mF.yrr 
pcosg = (cos|vcos{2;'.(l + e)4"sinyVsin-|-2;'. (1 — ^))V'^^\ oder 

[3] p (^osg = (cos/+ e cos F) \/rr\ und ebenso 

[4] p cos (? = (cos F-^ e cos/) |/r ?•'. 
Aus Combination der Gleichungen [3] und [4] entsteht ferner 

[5] cos/, yrr = {cosg — ecos(?)a 

[6] cos F . yr r = (cos G — e cosg) a. 
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2*(— C08/)*(rr')* 
woraus man statt [10] und [12] folgende erhält: 
f 10 *1 a = — 2(^— ""ig'')<=os/l/rr' 

[12-] ±iJ/= -(L-sini^')* + (L-8mi^')*(-?^Ij^), 
WO das zweifelhafte Zeichen ebenso wie vorher entschieden wird. 



89. 

Es liegt uns jetzt ein doppeltes Geschäft ob: 

1) aus der ti-anscendenten, eine directe Auflösung nicht zulassenden 
Gleichung [12] die unbekannte Grösse g so bequem als möglich 
zu bestimmen; 

2) aus dem gefundenen Winkel g die Elemente selbst abzuleiten. 
Bevor wir hiezu schi-eiten, wollen wir eine gewisse Umgestaltung angeben, mit- 
telst deren die Berechnung der HUlfsgrösse l oder L schneller bewerkstelligt 
wird, und überdies mehre später zu entwickelnde Formeln auf eine elegantere 
Gestalt zurückgeführt werden. 

4 r' 
Indem man nämlich den, durch die Formel y — = tang(45'4-«') 

zu bestimmenden Hülfswinkel lo einführt, wird 

(96) yJL^y^ = 24-(tang(45' + w)— cotang(45"4-ö>))' = 2-}-4tang2ai'; 

woraus man erhält: 

j sin^/^ ^_tang2(y^ j- sin 4^/' tang2oj^ 

cos/ ' cos/ ' cos/ cos/ 

90. 

Ich betrachte zuerst den Fall, wo aus Auflösung der Gleichung [12] 

ein nicht zu grosser Werth von q sich erffiebt, so dass man — ^-^ — j— ^ 

in eine, nach den Potenzen von sin-^^ fortschreitende Reihe entwickeln kann. 
Der Zähler dieses Ausdrucks, den ich mit X bezeiclme, wird 
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l+^V»' 



- 5.8 



1.4 



9.11 



11.13 



10 
X 



3.6 



13.15 



1 9. 12 

^""löTlT^ 



1 — etc. 



Das Gesetz, nach welchem die Coefficienten y, — g^, ^, ^~j etc. fort- 
schreiten, ist klar, denn das n^ Glied dieser Reihe wird, wenn n gerade 

ist = ö — I 1 o — i—ä^ wenn w ungerade ist = o T/o i q * Di^ weitere Ent- 
Z w-|- 1 . Jn-J-o *^ Jw-J- 1 .Zn-f-o 

Wickelung dieses Gegenstandes*) würde uns zu weit von unserem Zwecke ent- 
fernen. Setzt man nun 

= X — S 



1+.%* 










>-H« 










1-^ 


4 

11 


X 






1 


— 


etc. 


1 




so wird X = 


= 




1 




i- 


•A(a'- 


-f)' 



und S = ic — j "^gx' ^^^^ 

8ing^-|(2g-8iD2g)(l-|sinig') 
^ — ^[2g—sm2g) 

Der Zähler dieses Ausdruckes ist eine Grösse von der siebenten Ordnung, der 
Nenner von der dritten und daher S von der vierten, wenn nämlich g als Grösse 
der ersten, oder x als von der zweiten Ordnung betrachtet wird. Hieraus 
lässt sich schliessen, dass diese Formel zur genauen numerischen Berechnung 
von S nicht zweckmässig ist, sobald g keinen sehr beträchtlichen Winkel aus- 
druckt. Dann aber werden zu diesem Zwecke die nachfolgenden Formeln 



*) Wegen des Zusatzes zu den Artt. 90 u. 100 vergleiche den Anhang. Anmerkung de» Ueherteizer». 
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bequem benutzt, die von einander durch die vertauschte Ordnung der 
Zähler bei den gebrochenen Coefficienten verschieden sind, und deren erstere 
aus dem angenommenen Werthe für x — | imschwer sich herleiten lässt. (Die 
Ableitimg der Zweiten setzt einige weniger nahe liegende Umformungen vor- 
aus, die ich bei anderer Gelegenheit erklären will.) 

2 
— XX 

[13] f = .? ,0 '^'^ 



1+1- 


40 
63 

1- 


X 

4 
-99^ 












1 — 


70 
143 


X 










1- 


18 
195 


X 




1- 


108 
"255^ 



1 — etc. 



oder f = 



1 


18 
-36^' 


4 

63 

1- 


X 

40 
-99^ 

1 — 


18 
143 

1- 


X 
70 












195 


X 












1- 


40 












255^ 



1 — etc. 

In der dritten, diesem Werke angehängten Tafel findet man für alle Werthe 
von a: = bis a; = 0,3 (nach einzelnen Tausendtheilen) die entsprechenden 
Werthe von I in siebenstelligen Decimalen berechnet. Diese Tafel zeigt auf 
den ersten Blick die Kleinheit von | bei massigen Werthen für g. Z. B. für 
E'—E=\Q\ öderer =5', wo a = 0,00195, wird 1=0,0000002. Es würde 
überflüssig sein, diese Tafel noch weiter fortzusetzen, da dem Grenzwerthe 
a; = 0,3 ein 5^=66^25', oder E'—E=\zrh^ entspricht. Uebrigens soll 
die dritte Columne der Tafel, welche diejenigen Werthe von |, die den negati- 
ven Werthen von x entsprechen, enthält, weiter unten erklärt werden. 



L 
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könne. Daraus geht hervor, class Gleichung [15*] eine einzige Wurzel hat, 
die grösser als | ist (wenn man wenigstens annimmt, dass die Aufgabe in 
der That auflösbar sein soll) und die man unter Verwerfung der tibrigen in 
imserer Aufgabe annehmen muss. 



93. 

Um die Auflösung der Gleichung [15] für die in der Praxis am 
häufigsten vorkommenden Fälle so bequem als möglich zu machen, tilge ich 
im Anhange eine besondere Tafel (Tafel II) bei, welche die, den Werthen 
von Ä = bis A = 0,6 entsprechenden Logarithmen von yy mit der grössten 
Sorgfalt siebenstellig berechnet liefert. Das Argument h zwischen und 0,04 
sclireitet vor in einzelnen Zehntauscndtheilen, wodurch die zweiten Differenzen 
von log yy verschwindend gemacht sind, so dass w^enigstens in diesem Theile 
der Tafel die einfache Interpolation genügt. Da aber die Tafel, wenn sie 
allenthalben von dieser Ausdehnung hätte sein sollen, sehr umfangreich geworden 
sein wtfrde, so musste sie von h = 0,04 an bis ziun Scldusse nur durch die 
einzelnen Tausendtheile fortschreiten. In diesem zweiten Theile muss daher 
Rücksicht auf die zweiten Diflerenzen genommen werden, wenn man wenigstens 
Irrthümer von einigen Einheiten in der siebenten Stelle vermeiden will. 
Uebrigens sind die kleineren Werthe von h in der Praxis bei Weitem die 
häufigsten. 

Die Auflösimg der Gleichungen [15] und [15 *] kann, wenn A die Grenze 
der Tafel überschreitet, unschwer durch eine indirecte Methode oder durch 
andere hinlänglich bekannte Methoden geschehen. Uebrigens ist noch zu 
bemerken, dass ein kleiner Werth von g mit einem negativen Werthe für 
cos/ nur bei sehr excentrischen Bahnen bestehen kann, wie aus der unten 
in Art. 95 zu behandelnden Gleichung [20] hervorgehen wird. (Jene 
Gleichimg zeigt, dass, wenn cos/ negativ ist, (p wenigstens grösser sein müsse, 
als SiO'—g.) 
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95. 

Ich gehe zu dem zweiten Geschäft über, nämlich zur Bestimmimg der 
Bahnelemente aus dem gefundenen Winkel g. Die halbe grosse Axe erhält 
man hier sogleich aus den Formeln [10] und [10*], statt deren man auch die 
folgenden anwenden kann: 



27nwco8/|/rr' kk tt 

yyBing^ 4yy rr^ cos f ^ sin g^ 



[17] a = ^^^^^^^^ ^,.._^...^2.;^^2 



j. „ », _ —2MMcosfyrr' _ kk tt 

L17 J a— y ygiiiy — 4rrra-'co8/^8inj»* 

(102) Die halbe kleine Axe b = \/ap findet sich aus Gleichung [1], welche, mit den 
vorhergehenden combinirt, giebt: 

1,8] P = i-^^^^^)' 

[,8-] , = (Ji^,t-^)'. 

Jetzt wird der zwischen den beiden Radien Vectoren und dem elliptischen 
Bogen enthaltene elliptische Sector = ^fctyp^ das Dreieck aber zwischen den- 
selben Radien Vectoren und der Chorde = ^rr sin2/. Das Verhältniss des 
Sectors zum Dreieck ist daher wie y: 1 oder wie Y:l. Diese Bemerkung ist 
äusserst mclitig und erläutert zugleich in schöner Weise die Gleichungen [12] 

und [12*]. Denn hieraus ist klar, dass in der Gleichtmg [12] die Theile m, (/-}-^) , 

X(l+x)^, in der Gleichung [12*] aber die Theile M, (L—x)^, X{L—x)^ 
beziehungsweise proportional sind der Sectorfläche (zwischen den Radien 
Vectoren und dem elliptischen Bogen), der Dreiecksfläche (zwischen den 
Radien Vectoren und der Chorde), der Segmentfläche (zwischen dem Bogen 
und der Chorde), weshalb offenbar die erste Fläche gleich ist entweder der 
Summe oder der Differenz der beiden übrigen, je nachdem entweder v — v 
zwischen und 180°, oder zwischen 180° und 360° liegt. In dem Falle, wo 
V — V grösser als 360°, muss die Sectorfläche und die Segmentfläche als eine 
solche betrachtet werden, der die Fläche der ganzen Ellipse ebenso oft hinzu- 
gefügt ist, als jene Bewegung ganze Umläufe enthält. 
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Combiniii: man die Gleichung [3] mit denen, welche sofort aus der Gleichung II 
Art. 8 folgen, nämlich 

1 1 2e . ^ . j, 

r = — sm/ sm r 

r r P 

1,1 2 , 2e r TP 

7+7^ =" y + -^cös/cosF, 
so resultirt daraus ohne Weiteres 

[25] tang F = ^ (^^-^)sin/ 

aus der, nach Einführung des Winkels co, folgt: 

\9C^ f F sin/sin 2 03 

^ ' ° Qoa2co^&m^(f — </)8in^(/-f-5r) — sin 2 w* cos/' 

Die Zweideutigkeit wdrd liier ebenso wie vorher gehoben. — Nachdem die 
Winkel F imd G gefunden, erhält man v = F — /, v = F'\'f^ woraus die 
Lage des Perihels bekannt wird, und E=G — g^ E' = G-^g. Endlich ist 

kt 
die mittlere Bewegung innerhalb der Zeit t = —3- = 2g — 2ecos(Tsin5^, wobei 

die Uebereinstimmung beider Ausdrücke zur Prüfung der Rechnung dient; die 
Epoche der mittlera Anomalie aber, welche dem zwischen den beiden Zeit- 
annahmen in der Mitte liegenden Zeitaugenblicke entspricht, ist G — esinG^cos^^, 
die nach Belieben auch auf irgend eine andere Zeit übertragen werden kann. 
Noch etwas bequemer ist es, die mittleren Anomalien für die beiden gegebenen 

(101) Zeitpunkte dm-ch die Formeln F — esin^', F' — esin-E' zu berechnen und 

, kt 
deren Differenz im Vergleiche mit — j zur Prüfung der Rechnung zu benutzen. 



96. 

Die Gleichungen des vorhergehenden Artikels besitzen zwar alle wtin- 
schenswerthe Concinnität, nichtsdestoweniger aber lassen sich aus ihnen gewisse 
andere Formeln ableiten, durch w^elche die Bahnelemente noch eleganter und 
bequemer bestimmt werden. Inzwischen ist die Entwickelung dieser Formeln 
weniger bekannt. Ich nehme aus Art. 8 die folgenden Gleichungen wieder 
vor, die ich der Bequemliclikeit wegen durch neue Nummern auszeichne: 
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I. sin |vy^ = sm| ^1/(1 -}-e) 
n. cos ^ V y-^ = cos \Ey{l— e) 
m. sm{vy^ = sai\E'y{\ + e) 

IV. cos I v y^ = cos I E' |/(1 — e). 

Multiplicirt man I durch sinj{F-\-g), II durch cos-j(i''-|-^), so erhält man 
nach Addition der Producte 



cosH/+5')Vi- = smiEsmi(F-\-g)y{l + e) + cos^Ecos\{F-\-9)y(l—e), 
oder, da |/(l + c) = ccsj^ + siny^, y(l — e) = cosyy — sin-j^, 

Auf ganz ähnliche Art wird, wenn man III durch sin-jC^^ — SÖ^ IV durch 
cosy(J^ — g) multipKcirt imd die Producte addirt, 

cos^ (/+5^)l/4 = ooB{(pcos{^F—^G—g)—Bm\(pcos^{F-\'6r). 

Zieht man von dieser Gleichung die vorhergehende ab, so entsteht: 

cos|(/+5')(y^ — V-^) = 2co8i(psin5r8ini(jP'— GO, 

oder durch Einführung des Hülfswinkels co 

[27] cos|(/+5r)tang2w = sinf (i^— (?)cos|y sm^rV"- 



aa 



Durch ganz ähnliche Umformungen, deren Entwickeltmg ich dem kundigen (105) 
Leser überlasse, findet sich 

128] ^^äfe^ = cosi(i^-GOcosi^sin^l>^ 

[29] cos I (f—g) tang 2 CO = sin i (F+ G)sm^<p sing \/^ 

t30] "°etl2r'' = cos-l(i^+G0sini9'sin^l>^. 
Da die ersten Seiten in diesen vier Gleichungen bekannte Grössen sind, so 
wird aus [27] und [28] \{F—G) und GO»\<pmigy^ = P, und aus [29] und 
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i 



(107) 



V 


= 


310''5o29"64 


v' 


= 


318 30 23,37 


G 


= 


324 19,59 


E 


= 


320 52 15,53 


E' 


= 


327 8 23,65 



(f = 14''12'1"87 
logi? 8,785 7960 

Zur Prüfung der Rechnung 

^log2cos/ 0,1500394 

f log {l-{-x) = log — . . 8,635 7566 

"8/785 7960 



i logrr' 0,326 4939 logsiiK/) 9,389 7262 

logsin/ 8,820 2909 log 206 265 5,314 4251 



Comp, log sin j7.... 1,2 62 1765_ löge in Sccunden 4,704 1513 

log6 0,408 9613 logsin A' 9,800 0767 n 

logcosy 9 ,9 86 52 24 log sin£" 9,7344714n 

logp 0,395 4837 log e sinA' 4,504 2280 n 

log« 0,422 4389 \ogem\E' 4,438 6227 n 

log^• 3,550 0066 emxE = — 31932"14 = — 8''52'12"14 

floga 0, 633 6584 esaxE' = —27455,08 = — 7 37 35,08. 

2,916 3482 Hieraus die mittlere Anomalie 

log< 1,3411160 für den ersten Ort = 329"44'27"67 

4,257 4642. fUr den zweiten Ort = 334 45 58,73 
Untersehied = 5 1 31,06. 

Die mittlere tägliche Ikwegung ist daher = 824"7989, und die mittlere Be- 
wegung innerhalb der Zeit t= 18091"07 = 5°1'31"07. 

II. Im zweiten Beispiele ist / = 31"27'38"32, w = — 21'50"565, 
^= 0,086 35659, logmm = 9,353 0651, j-^j oder der genäherte Weith 
von A= 0,245 1454; diesem entspricht in Tafel II logy«/ 0,172 2663, woraus 

TW 711 

—— = 0,15163477, a; = 0,065 27818, hiermit aus Tafel III f genommen 
= 0,0002531. Unter Anwendimg dieses AVerthes erhält man als verbesserte 



Werthe fiir A = 0,2450779, log2/7/ = 0,172 2303, -~ = 0,151 64737, x = 

0,065 29078 , ^ = 0,000 2532. Wiederholte man die Reclinung abermals mit 
diesem Werthe von I, der von dem früheren nm* um eine Einheit in der 
siebenten Decimale dittcrirt, so würden A, logyy, x keine merkliche Aende- 
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In SO sehr zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigenden Bahnen 
pflegt an Stelle der Epoche der mittleren Anomalie die Zeit des Dm-chganges 
diurch das Perihel angegeben zu werden. Die Intervalle zwischen dieser Zeit 
und den, den beiden angenommenen Orten entsprechenden Zeiten können aus 
den bekannten Elementen durch die hn Art. 41 gegebene Methode bestimmt 
werden, deren Differenz oder Summe (je nachdem das Perihel ausserhalb oder 
innerhalb der beiden gegebenen Orte liegt) zur Prüfung der Rechnung dient, 
da sie mit der Zeit t übereinstimmen muss. 

Uebrigens waren die Zalden dieses dritten Beispiels auf die Elemente 
in dem Beispiele der Art. 38 und 43 gestützt, und es hatte sogar jenes 
Beispiel unseren ersten Ort geliefert. Die unbedeutenden Verscliiedenheiten der 
hier herausgebrachten Elemente rühren lediglich aus der beschi-änkten Genauig- 
keit der logarithmischen und trigonometrischen Tafeln her. 



(109) 98. 

Die Auflösung unserer für die Ellipse in dem Vorstehenden entwickelten 
Aufgabe, lässt sich auf die Parabel und Hyperbel übertragen, indem man die 
Parabel als eine Ellipse betrachtet, in welcher a und b unendliche Grössen, 
(p = 90°, endlich E^ E\ g^ G = sein würden; und ebenso die Hyperbel als 
eine Ellipse in der a negativ, und 6, jS, E\ g^ ö, (p imaginäre Grössen wären. 
Ich will jedoch lieber mich dieser Voraussetzungen enthalten, und unsere 
Aufgabe für beide Arten der Kegelschnitte gesondert behandeln. Die grosse 
Analogie zwischen allen drei Arten wird sich so von selbst offenbaren. 

Behält man in der Parabel die Symbole p^ v, v\ jP, /, r, r, t in 
derselben Bezeichnung bei, worin sie oben genommen sind, so hat man aus 
der Theorie der parabolischen Bewegung: 



[1] V^ = C08i(F-/) 

[2] V{^ = cos\ {F+f) 
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jene Vorschriften a; = sich ergiebt, die Bahn statt der Ellipse als Parabel 
hei-vorkommt, da durch die Gleichungen [IJ, [16], [17], [19], [20], b = oo^ a = oo^ 
(p = 90** wird. Die Bestimmung der Elemente erledigt sich daim sehr leicht. Denn 
für p kann mim ent^veder die Gleichung [7] des gegenwärtigen Aiiikels, oder 
die Gleichung [18] des Art. 95 anwenden. (Zugleich geht daraus hervor, dass 
?/, Y in der Parabel dieselben Verhältnisse ausdrücken, wie in der Ellipse, 
vergl. Art. 95.) Für F aber geben die Gleichungen [1] und ]2] dieses Artikels : 

tang \F =^ yr Tj-^/ ~ c^^^g Y ./* = sin 2 CO cotimg y/ , wenn der HUlfswinkel in 

derselben Bezeichnung wie in Art. 89 genommen wird. Bei dieser Gelegenheit 
bemerke ich noch, dass, wenn in die Gleichung [3] statt p sein Werth aus [6] 
gesetzt wird, daraus die bekannte Gleichung entsteht: 

ki = |(r + r +cos/ . Vr?-') (r-f-r— 2cos/ . \/rr)^y2. 



99. 

Auch in der Hyperbel behalte ich die Sjanbole p, v, v\ fj jP, 
?•, r , t in derselben Bezeichnung bei, für die halbe grosse Axe, die hier 
negativ ist, schreibe ich aber — a; die Excentricität e setze ich ganz wie 

im Art. 21 etc. = . Die dort durch ii ausgedrückte Hülfsffrösse setze 

cos tft o o 

c 

ich flu- den ersten Ort = — , i ur den zweiten Ort = Cc. woraus man leicht 

schliesst, dass c unmer grösser ist als Eins, aber ceteris paribus, von Eins 
desto weniger verschieden ist, je weniger die beiden angenommenen Orte von 
einander enttenit sind. Von den in Art. 21 entwickelten Gleichungen über- 
traije ich die sechste und siebente in etwas veränderter Gestalt hierher. 

C , , / c \ ,/(e — 1)« 



(111) [1] cos|t; = i(V-^4-V-^.)V , 

[3] cosit.' = i{VCc + y^^ V^^^ 
[4] sin i r' = i {yCc - y ^) V^^ ; 
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Die Berechnung der Grösse l oder L wird hier ebenso wie in der Ellipse ver- 
mittelst des Htilfswinkels co angestellt. Es wird daher schliesslich aus der 
Gleichung XI des Art. 22 (bei Annahme hjrperbolischer Logarithmen) 

= ie{C+-i-)(<^-4-)-21ogc, 

oder, wenn C mit Hülfe der Gleichung [8] eliminirt wird, 

(c — —) cos/. >/rr' 
~ = —^ +\icc-l^)-2\ogc. 

In diese Gleichung substituire ich für a seinen Werth aus [12], [12*], führe 
dann das Symbol m oder M in derselben, ihm durch die Formeln [11], [11*] 
des Art. 88 angewiesenen Bezeichnung ein, imd schreibe endlich der 
Kürze wegen 

- cc 41ogc 

Dann entstehen die Gleichungen: 

[13] m = (l—z)^^{l—z)^Z 

[13*] M=-{L+z)^-[-{L+z)^Z, 

welche nur die einzige unbekannte Grösse z enthalten, da oflFenbar Z eine 
Function von z ist, die durch folgende Formel ausgedrückt wird: 

^ (^+2z)y(z+zz)^\og{y{i+z)+yz) 

z, = . 

2(Z'\'Zzr 



(113) 



100. 

Bei Auflösung der Gleichung [13] oder [13*] will ich zuerst den Fall 
gesondert betrachten, wo z keinen grossen Werth erreicht, so dass Z durch 
eine nach den Potenzen von z fortschreitende und schnell convergirende Beihe 
sich ausdrücken lässt; dann wird: 



Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn. 137 

(1^2z)y(z-\-zz)= z^-\-^z^+iz\.., log{y{l+z) + yz)=z^—iz^+^zK.. 

3 5 

und daher der Zähler von Z = jz + y 2 . . . ; der Nenner aber wird 

1 5 

= 2z 4-32 ..., also ^ = f — f-^:... Um das Gesetz der Progression zu 
finden, diflFerentiu-e ich die Gleichung 

2(z^zz)^Z={l + 2z)y(z + zz) — log{y(l+z) + yz), 
woraus nach den gehörigen Eeductionen folgt: 



oder 



2(^+^^)*47+^^(i+2^)V(^+^^) = 4y(^+^4 



(2z + 2zz)\^ = A-{S + 6z)Z, 



woraus durch ein ähnliches Verfahren wie im Art. 90 abgeleitet wird 

Z—± 4.6 , 4.6.8 4.6.8.10 3 , 4.6.8.10.12 4 , 

^—3 3.6^^^3.6.7^^ 3.6.7.9^+3.6.7.9.11^ ^^^• 

Man sieht, dass Z ganz in derselben Weise von — z abhängt, wie oben in 
der Ellipse X von ar, weshalb, wenn man setzt: 

z ' 



auch ? ebenso durch — z, wie oben I durch x bestimmt wird, so dass 
man hat: 

[14] ^ = 



oder 



s = 





2 
36 


zz 










1— 


2 
36^ 


'+ 


40 
63^ 










1 + 


4 
1 + 


70 
143^ 

1 + 


etc. 




2 

36 


zz 










1+ 


18 
36^ 


■■+ 


4 
63^ 










1 + 


40 
1 + 


18 
143^ 


— 



1 -j- etc. 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. HimmeUk. ^^ 
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Auf diese Weise sind die Werthe von ^ für z == bis z = 0,3 durch die 
einzelnen Tausendtheile berechnet, welche die dritte Spalte der Tafel III 
enthält. *) 

(114) IM- 

Führt man die Grösse ^ ein, und setzt y(l — z) = — oder |/(L-j-2;) =-j^, 

«7 



sowie 



[15] -J^^::^ = ^ oder 

[15T -r^ = H. 

SO nehmen die Gleichungen [13] und [13*] folgende Form an: 

und werden daher ganz identisch mit denen, zu welchen wir bei der Ellipse 
gelangten ([15], [15*] im Art. 91). Hieraus lässt sich also, insoweit h oder H 
als bekannt angesehen werden kann, y oder Y ableiten, und dann ist 

[17] z=l-J^^ 

■• ^ yy 

[17-] z=^-L. 

Man sieht hieraus, dass alle oben für die Ellipse beschriebenen Operationen 
ebenso auch für die Hyperbel gelten bis zur Ermittelung der Grössen y oder 
Y aus dem genäherten Werthe von h oder H] sodann aber muss die Grösse 

l oder L ^ryr , welche in der Ellipse positiv und in der Parabel 



yy - YY 

= werden musste, negativ in der Hyperbel werden. Durch dieses Kenn- 
zeichen wird daher die Art des Kegelschnitts bestimmt. Nach Auffindung von z 
giebt unsere Tafel ^, und hieraus erhält man einen verbesserten Werth von h 
oder Hj mit dem man die Reclmung wiederholt, bis Alles genau übereinstimmt. 



*) Der von Gaass zu den Art. 90 und 100 gegebene Zusatz findet sich im Anhange. 

Anmerkung des Ueberaelzers. 
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Combination dieser Formel mit [12], [12*] des Art. 99 wird 

l/(ee-l)=«mg,,= i5!|»L 

itricität genau und bequem sich berechnen lässt. Aus ß und 
t man durch Division a, durch Multiplication jp, so dass 

r' 2mmco8f.\/rr' kktt 

yytsLng2n^ 4?/y r^-'cos/^ tang2w^ 

' _ —2MMco3f.\/rr' _ kktt 

~" yrtang27i2 ~ 4 rriV co8/2tang2n^ ' 

Vsin/. tang^^. "^^rr' / yrr'sm2f V 

27nm \ kt ) 

, . \/rr ^ — rrsin/.tang/.|/rr^ _ / JW8in2/ V 
,i.+2) ~ 2MM ~\ kt / • 

.xitte und sechste Ausdruck für/?, die überhaupt mit den Formeln [18], [18*] 
des Art. 95 identisch sind, zeigen, dass dasjenige, was dort über die Be- 
zeichnimg der Grössen y^ Y gesagt ist, auch für die Hyperbel gilt. 

Aus Combination der Gleichimgen [6] und [9] des Art. 99 folgt 

(r — r) j/ — — -, — == esin/. (C ^,). Führt man daher t// imd co ein und 

setzt C= tang(45^ + -ÄQ, so kommt 

[20] tang2iV^= — z—^ — 5 — . /ii7\ 

*- J o 8in/cos2G9 (11') 

Ist SO C gefunden, so erhält man daraus die Werthe der in Art. 21 mit u 
bezeichneten Grösse für beide Orte, und es ergiebt sich endlich mittelst der 
Gleichung III, Art. 21: 

^^g2^ — (Cc+ljtangiv'' 

# 

oder, wenn man für C, c die Winkel N^ n einführt: 
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In der That finde ich nach angestellter Rechnung, dass, wenn (l-{-z)Z 
dieser Grenze gleich wird, z sein müsse = 0,79858. Ich bin aber weit davon 
entfernt, unsere Methode auf so grosse Werthe von z ausdehnen zu wollen. 

103. 

Falls z einen giösseren, die Grenze der Tafel III tiberschreitenden Werth 
erreicht, so lassen sich die Gleichungen [13], [13*] stets siclier und bequem in 
unveränderter Gestalt durch Versuche auflösen, und zwar aus ähnlichen 
Gründen, wie die in Art. 94 für die Ellipse auseinandergesetzten. In einem 
solchen Falle kann man die Balmelemente wenigstens als beiläufig bekannt 
voraussetzen; dann aber erhält man einen genäherten Werth für 7i sofort 

dm-ch die Formel tang2w = — ^^-j^- _. , welche von selbst aus der Gleichung [6] 

des Art. 99 folgt. Aus n aber bekommt man z durch die Fonnel z = — s ^ — 

^ 2co8 2n 

= ö — , und aus dem genäherten Werthe von z wird durch wenige Ver- 
suche derjenige Werth hergeleitet, welcher der Gleichung [13] oder [13*] völlig 
genau Genüge leistet. Es lassen jene Gleichungen auch in folgender Fonn 
sich dai-stellen: 

(116) m = {l ^^^)^4.2(; Binn^i[l^s2^-l°gl»yPtang(45»+, 

^ cos2w ^ ' ^ co82n '' 



^1 



^ ' co827i^ ' ^ ' co82n'' 



tang2n^ 
^^§^ — log hyp tang (45» + n) 



tang2n' 

und kann solchergestalt, mit Beiseitelassung von 2j, sofort der wahre Werth 
für n herausgebracht werden. 

104. 

Es erübrigt noch, aus 2, n oder c die Elemente selbst zu bestimmen. 
Setzt man a\/(ee — 1) = /?, so giebt die Gleichung [6] des Art. 99 

IIB] l^=^^- 
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Durch Combination dieser Formel mit [12], [12*] des Art. 99 wird 
erhalten: 



[19] y(e«-l) = ,a„gV-=-!^|^?5 



2{l — z) 

[19-1 «».gv — T^lTf"' 

woraus die Excentricität genau und bequem sich bereclmen lässt. Aus ß und 
|/(e6 — 1) bekommt man durch Division «, durch Multiplication jp, so dass 
man hat: 

2(1 — 5P)co8/. j/rr' 2mmcoQf.yrr' kktt 

tang2n^ yytsLDg2n^ 4?/y r/cos/^tang2w^ 

_ — 2(£+g)co8/.|/rr^ _ —2MMco3f.yrr' _ kktt 

~ tang2n^ "~ rrtang2n2 ~ 4rrrr'cos/'tang2n' 5 

_ 8in/.t a Dg/.|/r/ ^ yysin/. tang/.|/rr' ^ / yrr'sin2f V 
P 2[l—z) 2mm \ kt J 

_ — 8in/.tang/.]/rr _ -- YY&mf. tan g/. y yV _ / Fr r^ sin 2/ V 
~ 2(L+z) ~ 2MM~ ~\ kt ) ' 

Der dritte und sechste Ausdruck für/?, die überhaupt mit den Formeln [18], [18*] 
des Art. 95 identisch sind, zeigen, dass dasjenige, was dort über die Be- 
zeichnimg der Grössen y^ Y gesagt ist, auch für die Hyperbel gilt. 

Aus Combination der Gleichimgen [6] und [9] des Art. 99 folgt 

(r — r) y — —7 — = 6sin/. (C ^7). Führt man daher t// und co ein und 

setzt C= tang(45°4--^)5 so kommt 

rci/M j. ck -KT 28invtanflf2(ü 

[20] tanff 2N = — ^ — ^ — • n 1 7\ 

Ist SO C gefimden, so erhält man daraus die Werthe der in Art. 21 mit u 
bezeichneten Grösse für beide Orte, und es ergiebt sich endlich mittelst der 
Gleichung III, Art. 21: 

. ^ , _ Cc-1 

# 
oder, wenn man für C, c die Wmkel N^ n einführt: 
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[91 1 f 1 — smjN—n) 

*■ -^ °2 cos(-^-}-w)tang^^ 

[221 tBücr^v' = ^1''-^^.'^ -. 

*- -* ^^ cos{N — n)tang^^* 

Hieraus bestimmt man die waliren Anomalien r, v\ deren mit 2/ verglichener 
Unterschied zugleich zur Prüfung der Rechnung dient. Schliesslich leitet man 
durch Formel XI. Art. 22 leicht ab, dass das Zeitintervall zwischen dem 
Perihele bis zu der dem ersten Orte entsprechenden Zeit sei: 

_ a * | 2 e cos {N-^ - n ) sin {N— n) , , tang (45^ -{- iST) \ 

und ebenso das Zeitintervall vom Perihele bis zu der dem zweiten Orte ent- 
sprechenden Zeit 

= x{ "°°'i^r;:::°2'f+" -loghypta„g(45'+^,ang(46-+4 

Setzt man daher die erste Zeit = T — j^tj und deshalb die zweite = T+^<, 
so erhält man 



[23) 



^»^'i-^^^^-iog-gc^'+H 



woraus die Zeit des Periheldurchganges bekannt wii-d. Endlich hat man die 
zur schliesslichen Prüfung der Rechnung anwendbare Gleichung 



105. 

Zur Erläuterung dieser Eechnungsvorschriften will ich das Beispiel aus 

den beiden in den Artikel 23, 24, 25, 26 nach denselben hyperbolischen 

Elementen gerechneten Orte vollenden. Es sei daher v — t; = 48° 12'0", oder 

(118) /= 24* 6' 0", logr = 0,033 3585, logr = 0,2008541, «=51,497 88 Tage. — 

Hieraus findet sich w = 2' 45' 28"47, l = 0,0579 6039, ^^ oder der genäherte 
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14a 



Werth von Ä= 0,0644371; hieraus, mittelst Tafel 11, logj^y = 0,056 0848, 

-^?^^= 0,0504 7454, 3=0,00748585, dem in Tafel HI entspricht ?= 0,000 0032. 

Daraus folgt der verbesserte "Werth Ä = 0,0644 3691 , logyy = 0,056 0846, 

-!^^ = 0,0504 7456, 2 = 0,00748583, welche Werthe, indem C dadurch nicht 

verändert wird, keiner weiteren Verbesserung bedürfen. Nun steht die 
Rechnung der Elemente so: 



log2 7,8742399 

log(l+g) 0,003 2389 

log y (z + z z) 8,938 7394 

log2 0,3010300 

logtang 2 w 9,239 7694 

2« = 9''51'11"816 
n = 4 55 35,908 



logtang/ 9,650 6199 

log \ tang2n 8,938 7394 

C.log(Z— z) 1,296 9275 

logtang V 9,886 2868 

xf, = 37'34'59"77 

(es müsste sein = 37''35'0") 



logsin/ 9,6110118 

log yrr' 0,1171063 

C. logtang 2 w 0,760 2306 

log/? 0,488 3487 

logtang y; 9,886 2868 

log« 0,6020619 

\ogp 0,374 6355 

(es müssten sein =0,602 0600 
und 0,3746356) 



C. log \ sin/ 0,690 0182 

log tang2 £0 8,984 8318 

C.logco82aj 0,002 0156 

logsin y/ 9,785 2685 

logtang2^ 9,462 1341 

2N = 16''9'46"253 

N = 8 4 53,127 

N—n = 3 9 17,219 

N^n = 13 29,035 



logsin(i^— «) ....8,740 6274 
C. log cos {N+ «) . . 0,01 1 2902 

logcotl y/ 0,468 1829 

logtangl V 9,220 1005 

Iv = 9''25'29"97 

ü = 18 50 59,94 
(es müsste sein = 18"51'0") 



logsin (^+») .... 9,352 3527 
C. logcos(^— «) . . 0,000 6587 

logcotl y/ 0,468 1829 

logtang|v' 9,821 1943 

33' 31' 29 "93 
67 2 59,86 



ft^' 



V = 



(es müsste sein = 67° 3' 0") 
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(119) löge 0,1010184 

logtang22f. 9,462 1341 

C. log cos 2 7? 0,006 4539 

9,569 6064 
Zahl = 0,3711 9863 

logbyp tang (45° + iV) = 

0,28591251 

Unterschied = 0,0852 8612 

log 8,930 8783 

flog« 0,903 0928 

C.logA: 1,7644186 

logT 1,598 3897 

T = 39,663 38 



logc 0,1010184 

logtang 2« 9,239 7694 

C. logco82.y 0,017 5142 

9,358 3020 
Zahl = 0,22819284 

loghyptang(45°+TO) = 

0,1728 2621 

Unterschied = 0,0553 6663 

log 8,743 2480 

floga 0,903 0928 

C.logA; 1,7644186 

log2 0,3010300 

log« 1,7117894 



t = 51,497 88 

Es ist daher der Pcriheldurchgang von der dem ersten Orte ent- 
sprechenden Zeit lim 13,91444 Tage entfernt, von der dem zweiten Orte ent- 
sprechenden Zeit um 65,412 32 Tage. Die geringen Unterschiede der hier her- 
ausgebrachten Elemente von denen, nach welchen die angenommenen Orte 
berechnet waren, rühren von der beschränkten Genauigkeit der Tafeln her. 



106. 

Bei Abhandlung der vorzüglichsten, für die Bewegimg der Himmels- 
körper in Kegelschnitten in Betracht kommenden Relationen darf nicht mit 
Stillschweigen übergangen werden der elegante Ausdruck der Zeit durch die 
grosse Halbaxe, durch die Summe r+r und durch die, die beiden Orte ver- 
bindende Chorde. Für die Parabel scheint diese Formel zwar zuerst von 
Euler erfunden zu sein (Miscell. Berolin. T. VII, p. 20), der solche jedoch 
später ausser Acht gelassen und auch nicht auf die Ellipse und Hyperbel ausgedehnt 
hat. Es irren daher diejenigen, welche diese Formel dem Lambert zuschreiben, 
wenn sich diesem Geometer auch nicht das Verdienst absprechen lässt, diesen 
der Vergessenheit anheimgefallenen Ausdruck selbständig erforscht und auf die 
übrigen Kegelschnitte ausgedehnt zu haben. Obgleich dieser Gegenstand schon 



146 Erstes Buch. Dritter Abschnitt. 

kt = a {arccos ^.-^ smarccos ^r — 

I 2a 2a 

— arc cos ~t ' ■ h sm arc cos —^r — — — h 

2a ^ 2a j 

Es bleibt jedoch bei Bestimmung der Winkel (T, e aus iiiren Cosinussen eine 
Zweideutigkeit zurück, die näher betrachtet werden muss. Zwar ist von selbst 
klar, dass (^ innerhalb — 180° und -f-lSO'' liegen müsse, sowie s zwischen luid 
360\ Aber auch so Hesse jeder Winkel eine doppelte Bestimmung, und die 
daraus hervorgehende Zeit mithin eine vierfache zu. Man hat inzwischen 
aus Gleichung 5, Art. 88: cos/. "I/r;*' = a(co^g — cosA) = 2asinYcysiny«. Da 
nun sin-^f nothwendig eme positive Grösse wird, so kann daraus ge- 
schlossen werden, dass cos/ und sin-^c^ nothwendig dasselbe Zeichen führen, 
und dass daher ^ innerhalb und 180*", oder innerhalb — 180° imd ge- 
nommen werden müsse, je nachdem cos/ positiv oder negativ wird, d. h. 
je nachdem die heliocentrische Bewegung 2/ innerhalb oder über 180° 
ist. Uebrigens ist klai-, dass für 2/= 180°, (J nothwendig = sein muss. 
(121) Auf diese Weise ist also (J vollständig bestimmt. — Aber die Bestimmung des 
Winkels e bleibt nothwendig zweideutig, so dass stets für die Zeit zwei 
Werthe herauskommen, von denen sich, falls solches nicht anderweit bekannt 
wird, nicht entscheiden lässt, welcher der wahre ist. Den Grund dieser Er- 
scheinung erkennt man übrigens leicht. Denn es lassen sich bekanntlich durch 
zwei gegebene Punkte zw^ei verschiedene Ellipsen beschreiben, welche beide 
in demselben gegebenen Punkte iln-en Brennpunkt haben und zugleich die- 
selbe grosse Halbaxe.*) OflFenbar aber wird die Bewegung von dem ersten 
Orte zum zweiten in diesen Ellipsen in ungleichen Zeiten vollendet. 

107. 

Bezeichnet man mit x ii'gend einen Bogen zwischen — 180° und -f- ISO®, 
und mit s den Sinus des Bogens y/, so ist bekanntlich 



*) Beschreibt man aus dem ersten Orte mit einem HiUbmesser 2 a — r einen Kreis, und aas dem 
zweiten Orte einen Kreis mit dem Halbmesser 2 a — r', so liegt der zweite Brennpunkt der Ellipse in dem Bin- 
Schnittspunkte dieser Kreise. Weil deshalb, allgemein gesprochen, stets zwei Einschnittspunkte gegeben werden, 
so gehen auch zwei verschiedene Ellipsen hervor. 
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gefundene Ausdruck über in : -^r- 1(^ + ^' + p) * + (^ + ^' — p) ^ }. Da aber diese 

Ableitung der Formel vielleicht einigen Zweifeln ausgesetzt erscheinen könnte, 
so will ich eine andere, von der Ellipse unabhängige entwickeln. 

Setzt man der KUrze wegen tangjv = d-^ tang^v' = ^', so wird 

r = |p(l + &&), r = ±p{l + &'»'), coBV = 4^, cos«' = i^^, 

sinr = 11^^ y sint;' = i t a/^/ * Hieraus entsteht 

r'cosi;' — rcosv = \p(ß'0^ — ^^0? r sinv' — rsinv = p(ß^ — ^), 

und daher QQ = \pp{^' — ^)'(44-G^ +^)')' ^^^ ®^^^* ^^^ leicht, dass 

S^ — d^ = — i——j- eine positive Grösse ist. Setzt man daher 

cos^rcos^v ^ 

1/(1+t(^' + ^)')= n, SO ist Q=p{&' — d)ri'^ femer wird 

r + r =ip{2 + &&+&'&')=p{r]ri + i{»'-ayy, 

man hat deshalb 



y =(,-!(«'-*))■. 



r-f-r' — ^ 

P ~ 

Aus der ersten Gleichung leitet man ohne Weiteres ab 

weil rj und S-' — & positive Grössen sind; aber da j{d'' — d) kleiner oder 

grösser ist als rj^ je nachdem ritj — ^(3-' — S-y = !-{'&&' = j — '^ . , 

positiv oder negativ, so muss man aus der zweiten Gleichung offenbar 
schliessen: 

(123) ± V '+p~^ = v-H»'-»), 

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muss, je nachdem der 
um die Sonne beschriebene Winkel innerhalb 180° li^Jgt, oder über 180® 
hinaus geht. 



Relationen zwischen mehren Orten in der Bahn. 149 

Aus der Gleichung, welche in Art. 98 der zweiten folgt, hat man 
femer: 

woraus von selbst folgt: 

Ä<= i{(r+r'+(,)i4:(r+r'-p)i}, 

wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 2/ innerhalb oder 
über 180^ hinaus liegt. 

109. 

Nimmt man in der Hyperbel die Sjnnbole a, (7, c in derselben Bezeich- 
nung wie in Art. 99, so hat man aus den Gleichungen VIII, IX des Art. 21: 

r'cosv' — rcosv = — ^(c —j \C ^ja 

rsint;' — rsint; = j(c ^)(^+77)^V(^ — 1) ^^^ daher 

p = |«(c-^) V(ee(C4-^r-4). 
Ich setze voraus, dass y eine Grösse ist, welche durch die Gleichung 
Y'\ = e\C'\ — jA bestimmt wird, und da letzterer oflFenbar durch zwei ein- 
ander reciproke Werthe Genüge geschieht, so adoptire ich davon denjenigen, 
der grösser als Eins ist. Dann wird 

Femer wird 

r + r' = i«(e(c4--|)(C+4r)-4) = i«((c4-f)0'+y)-4), 
and deshalb 
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Setzt man daher V a — = ^? V"^^ == ^? ^^ wi^'d nothwendig 

1 . y c 

(124) V^^y — V — = 2w. Um die Frage zu entscheiden, ob ]/ ]/ — = -}-2w 

oder = — 2n wird, muss man untersuchen, ob y grösser oder kleiner ist 
als c. Aber aus Gleichung 8 des Art. 99 folgt leicht, dass der erstere Fall 
Statt habe, wenn 2/ innerhallj 180*^ liegt, der zweite, sobald 2/ über 180^ 
hinausgeht. Schliesslich hat man aus demselben Artikel 

— logcy + log— = 2m|/(l +7^1^)4: 27^]/(l+7^7^) — 21og(]/(14-mm) + w^) 

+ 21og(V(l+7^7^) + 7^), 

wobei die unteren Zeichen immer den Fall bezielen, wo 2/>180\ Nun wird 
log(|/(l+wi7?j)-f-^) leicht in folgende Reihe entwickelt: 

«*-i.i"^'+i.|i-!'«'-|.iiTr>'+ etc. 
Dies erhält man von selbst aus: 

dlog(y (1 +mm) + m) = y^^^. 
Daraus folgt: 
2?>il/(l + m?n) — 2log(l/(l + ww)+rw) = 4,(^^m' — \.^m' + \.y\m'— etc.) 

und ebenso eine ganz ähnliche Fonnel, falls m mit 7i vertauscht wird. Hieraus 
endlich geht hervor, dass, wenn man setzt: 

ni32--3-(''+^'— p) +etc. 
msT--^(^+^'4-p) H-etc, 

sich ergiebt kt = U ^^ T, welche Ausdrücke mit den in Art. 107 
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erwähnten allenthalben übereinkommen, wenn dort a in — a mnge- 
ändert wird. 

Uebrigens sind diese Reihen sowolil für Ellipse als Hyperbel zum 
praktischen Gebrauche besonders dann bequem, wenn a oder a einen selir 
grossen Werth erhalten, d. h. wenn der Kegelschnitt bedeutend zur Aelmlich- 
keit mit der Parabel liinneigt. In diesem Falle könnte man sie auch zur 
Auflösung des oben behandelten Problems (Art. 85 — 105) anwenden. Weil 
aber, nach meinem Urtheile, sie auch dann nicht einmal die Küi-ze der vorhin 
gezeigten Auflösung gewähren, so halte ich mich bei der weiteren Ausein- 
andersetzung dieser Methode nicht auf. 
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(125) Vierter Abschnitt. 

Relationen zwischen mehren Orten im Baume. 

110. 

Die in diesem Absclinitte zu betrachtenden Relationen sind von dem 
Naturell der Bahn unabhängig und stützen sich lediglich auf die Voraus- 
setzung, dass alle Punkte der Bahn in derselben Ebene mit der Sonne liegen. 
Wir wollen hier nur die einfachsten dieser Relationen berUlu-en, und die 
complicirteren und specielleren zum zweiten Buche aufsparen. 

Die Lage der Bahnebene ist durch zwei Orte des Himmelskörpers im 
Räume völlig bestimmt, sobald nur diese Orte nicht in derselben geraden Linie 
mit der Sonne liegen. Da sich nun der Ort eines Punktes im Räume vor- 
züglich auf zwei Arten angeben lässt, so bieten sich daraus zwei Aufgaben 
zur Lösung dar. 

Setzen wir zuerst voraus, dass zwei Orte durch die mit resp. A, ^', 
/9, ß bezeichneten heliocentrischen Längen und Breiten gegeben seien; die 
Abstände von der Sonne gelien nicht in die Reclmmig ein. Wenn dann die 
Länge des aufsteigenden Knotens mit Q, und die Neigung der Bahn gegen 
die Ecliptik mit i bezeichnet wird, so ist 

tang/? = tangesin(iL — Q) 
taiigß' ■-= tangisin(A' — Q). 

Die Bestimmung der Unbekannten Q und tangi wird hier auf die in Art. 78 11. 

betrachtete Aufgabe zurückgeführt. Man hat daher nach Anleitung der ersten 

Auflösung 

tangzsin(A — Q) = tang/3 

tangzcos(A-Q) = tang<S'-tang|fco8(.'-X) ^ 
o \ / sm(A' — X) 

Zufolge der dritten Auflösung aber findet sich der Q durch die Gleichung 
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Ebenen. Bezeiclinen wir diese Abstände für den ersten Ort mit x, y^ 2, 
für den zweiten mit x, ?/, z^ und setzen voraus, dass die dritte Ebene die 
Ecliptik selbst sei, dass aber die positiven Pole der ersten und zweiten Ebene 
in der Länge N und 90^*+^ liegen. Dann wird nach Art. 53, wenn man 
die beiden Radien Vectoren mit r, v bezeichnet, sein: 

X = r cos u cos {N — Q) -\- r sin u sin {N — Q) cos i 
y = rmiu cos {N — Q) cos i — r cos u sin {N— Q) 
z = r^inu^mi 

X = r cosw'cos(iV — Q) + ?''sinw'sin(-A7^ — Q)cose 
y' = r miiL co^{N — ß)cosi — 7'' cos w sin (-^^ — Q) 
z = 7'' sin i^' sin ^". 

Daraus folgt: 

^y — y^ = rr miitf! — w)sin(-Ä7' — 0)sini 
xz — zx = rr sin(w' — u)qo&{N — Q)sini 
^y — y^ = 7T sin(w' — u)Qosi. 

Aus Combination der ersten mit der zweiten Formel bekonmit man N — Q, und 
rr ^m{u — 2/)sint. Hieraus und aus der dritten Formel erhält man e, und 
rr mi{u — ü). 

Insofern der Ort, dem die Coordinaten x\ y\ z entsprechen, als der 
der Zeit nach spätere angenommen wird, muss u grösser als u werden. Falls 
(127) es deshalb überher bekannt ist, ob der zwischen dem ersten und zweiten Orte 
um die Sonne beschriebene Winkel kleiner oder grösser ist, als zwei rechte, 
so müssen rr ^m{it — w)sini und rrsm{u — u) im ersten Falle positive, 
iip zweiten negative Grössen sein. Es lässt sich daher dann N — Q 
ohne Zweideutigkeit bestimmen, und zugleich aus dem Zeichen der 
Grösse xy — yx entscheiden, ob die Bewegung recht- oder rückläufig ist. 
Umgekehrt lässt sich, falls die Richtung d«: Bewegung bekannt ist, aus dem 
Zeichen der Grösse xy — yx entscheiden, ob v! — u kleiner oder grösser als 
180® genonunen werden muss. Wenn aber sowohl die Richtung der Bewegung, 
als die BeschafiPenheit des um die Sonne beschriebenen Winkels gänzlich un- 
bekannt ist, so kann man offenbar zwischen dem aufsteigenden und nieder- 
steigenden Knoten nicht unterscheiden. 
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substitiiirt werden. Wenn zwei Längen und Breiten in denselben Ausdruck 
eingehen und nur unter sich vertauscht werden, so muss man auch in dem 
Merkzeichen die entsprechenden Zahlen vertauschen. Dadurch wird aber der 
Werth selbst nicht verändert, sondern es wird nur aus dem positiven ein 
negativer, aus dem negativen ein positiver. So z. B. wird 

(0 . 1 . 2) = — (0 . 2 . 1) = (1 . 2 . 0) = — (1 . . 2) = (2 . . 1) = —(2 .1.0). 

Alle so entstehenden Grössen lassen sich also auf folgende neunzehn zurück- ' 
f üliren : 

(0.1.2), (0 . 1 . 0), (0 . 1 . 1), (0 . 1 . II), (0 . O . 2), (0.1.2), (0 . U . 2), (129) 

(0.1.2), (1.1.2), (II. 1.2), (O.O.I), (O.O.II), (O.I.n), (1.0. 1), 

(1 . O . II), (1 . 1 . U), (2.0. 1), (2.0. II), (2.1. II), welchen als zwanzigste 
hinzutritt (0 . 1 . II). 

Uebrigens lässt sich leicht zeigen, dass diese einzelnen Ausdrücke, 
wenn man sie mit dem Producte aus den drei Cosinussen der eingehenden 
Breiten multiplicirt , dem sechsfachen Volum einer Pyramide gleich werden, 
deren Scheitel in der Sonne liegt, deren Basis aber das Dreieck ist, welches 
von denjenigen drei Punkten der Himmelskugel gebildet wird, die den in 
jenen Ausdruck eingehenden Orten entsprechen, wobei der Halbmesser der 
Kugel = 1 gesetzt wird. So oft daher diese drei Orte in demselben grössten 
Kj-eise liegen, muss der Werth des Ausdrucks = werden. Da dies nun bei 
den drei heliocentrischen Orten der Erde immer Statt findet, wenn man auf 
die Parallaxen und die durch Störungen entstandenen Breiten der Erde keine 
Rücksicht nimmt, d. h. wenn man die Erde in die Ebene der Ecliptik selbst 
setzt, so wird unter dieser Voraussetzung stets (0 . 1 . II) = 0, welche Gleichung 
identisch ist, falls als dritte Ebene die Ecliptik selbst genommen wird. Sobald 
übrigens sowohl jB, als -ß', als B' = 0, so werden alle jene Ausdrücke, mit 
Ausnahme des ersten, viel einfacher; denn dieselben werden vom zweiten bis 
zum zehnten aus je zwei Theilen zusammengesetzt sein, vom elften bis zum 
neunzehnten aber aus einem einzigen Gliede bestehen. 
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Abstände der Erde von der Sonne. Wenn man sodann x^ y^ z durch L, 5, 
J9, a, ß^ d ausdruckt, und in ähnlicher Weise die auf den zweiten und dritten 
Ort sich beziehenden Coordmaten, so nelimen die vorangehenden Gleichungen 
folgende Gestalt an: 

[1] = 7i((ycosa-[-Z)cosL) — ?^'((J^cosa +Z)'cosL')-}-^i"(^'cösa'+Z)"cosL") 

[2] = n{d^ma-^D^mL)—n{&^ma+D^mL)+^^ 

[3] = n{di^xigß+DiSirigB)—n{Ö't^ng[^+DtmigB)+ii!'^ 

Falls hier a, /?, Z>, L^ B und die analogen Grössen für die beiden übrigen 
Orte als bekannt angesehen, und die Gleichungen mit w, oder n^ oder n 
dividirt werden, so bleiben fünf Unbekannte übrig, von denen man also zwei 
eluniniren, oder durch zwei beliebige die übrigen drei bestimmen kann. Auf 
diese Weise bahnen jene drei Gleichungen den Weg zu sehr vielen wichtigen 
Ableitungen, von denen ich einige der vorzüglichsten hier entwickeln will. 



113. 

Um nicht durch die Länge der Formeln überladen zu werden, gebrauche 
ich die nachfolgenden Abkürzungen. Zuerst bezeichne ich die Grösse 

tang ß sin {a — a) -[- tang ß' sin (« — a) -f- tang ß^' sin (a' — a) 

mit (0.1. 2). Wenn in jenen Ausdruck für die einem jeden geocentrischen 
Orte entsprechende Länge und Breite, diejenige Länge und Breite substituirt 
wird, welche einem jeden der drei heliocentrischen Orte der Erde entspricht, 
so werde ich in dem Zeichen (0.1.2) die dem ersteren entsprechende Zahl 
mit derjenigen römischen Zahl vertauschen, w^elche dem zweiten entspricht* 
So z. B. soll das Merkzeichen (0 . 1 . 1) die Grösse 

tang ß sin {L — a) -{- tang (^ sin (a — LI) + tang B sin {a — a) 

ausdrücken, und das Merkzeichen (0 . O . 2) folgende : 

tang ß sin {a — ^) 4- tang B sin (a — a) -\- tang ß' sin {L — a). 

Auf ähnliche Weise verändere ich das Merkzeichen, falls in den ersten Ausdruck statt 
zweier geocentrischen Längen und Breiten irgend zwei heliocentrische der Erde 
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114. 

Multiplicirt man die Gleichung fl] mit sin a" taug B' — sinL^tang/?", die 
Gleichmig [2] mit co&L'tangß" — cosa"tang^\ die Gleichmig [3] mit sin(L" — a"),- 
und addirt die Produete, so erhält man: 

[4] = w {(0 . 2 . II)(y+(0 . 2 . II)Z)} — n {(1.2. 1[)^ + {1 . 2 . H)//}, 

und auf ähnliche Weise, oder bequemer durch alleinige Vertauschung der 
Orte unter sich: 

[5] = w {(0 . 1 . 1) (T + (0 . 1 . 1) Z)) + w" {(2 . 1 . 1)(r' + (II . 1 . !)/>"} 

[6] =w'{(1.0.O)(r + (I.0.O)/>'} —n'[(2.0.O)r^{II.0.O)B']. 

Wenn daher das Verhältniss der Grössen w, n gegeben ist, so lässt sich mit 
Hülfe der Gleichung [4] aus cT die Grösse (T bestimmen, oder J aus c^, und 
so in ähnlicher Weise aus den Gleichungen [5] und [6]. Aus Combination der 
Gleichimgen [4], [5] und [6] entsteht folgende: 

r . (0.2.ii)a+(O.2. ii)Z> (i.o.0)6^+(i.o.0)iy (2.i.i)a^^+(n.i.i)iy^ 

l-'J (0.1.Ijö + (O.l.I)Z>" ^ (1.2.U}&^{1.2.U)iy ^ (2.0.O)ö"4-(n.0.O)2>" 

mittelst welcher man aus zwei Abständen des Himmelskörpers von der 
Erde den dritten bestimmen kann. Es lässt sich aber auch zeigen, dass 
diese Gleichung [7] identisch, und daher zur Bestimmung eines Abstandes 
aus den beiden übrigen unbrauchbar werde, sobald 

B = B = B' = 
und 
(130) tang ß' tang ß" sin (L — «; sin {L"— L) ' 

4- tang ß' tang ß sin {LI — a) sin (L — L') 1=0. 
+ tang ß tang ß sin {L' — a) sin {L — L) 

Von dieser ünzuträglichkeit frei ist folgende Formel, die sich leicht 
aus den Gleichungen [1], [2], [3] herleitet: 
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(131) Zweites Buch. 

Erforschung der Bahnen der Himmelskörper aus geocentrischen 

Beobachtungen. 



Erster Abschnitt. 

Bestimmung der Bahn ans drei Tollständigen Beobachtungen. 

U5. 

Ziir vollständigen Bestimmung der Bewegung eines Himmelskörpers in 
seiner Bahn sind sieben Elemente erforderlich, deren Zahl sich aber um ein 
Element verringern lässt, wenn die Masse des Körpers entweder bekannt ist, oder 
vernachlässigt wird. Diese Licenz lässt sich kaum vermeiden bei Bestimmung 
einer noch gänzlich unbekannten Bahn, wo man alle zur Ordnung der Störun- 
gen gehörenden Grössen so lange bei Seite lassen muss, bis die Massen, von 
welchen sie abhängen, anderswoher bekannt geworden sind. Da ich nun bei 
der gegenwärtigen Untersuchung die Masse des Körpers vernachlässige, so 
reducirt sich die Zalil der Elemente auf sechs, und es ist daher klar, dass 
zur Bestimmung einer imbekannten Balm ebenso viele von den Elementen 
abhängige, von sich selbst aber gegenseitig unabhängige Grössen erfordert 
werden.' Diese Grössen können keine andere, als von der Erde aus beob- 
achtete Orte des Himmelskörpers sein, und da die einzelnen Orte je zwei Daten 
liefern, nämlich Länge und Breite, oder Rectascension und Declination, so ist 
es das Einfachste, drei geocentrische Orte anzunehmen, welche, im Allge- 
meinen gesprochen, zur Bestimmimg der sechs unbekannten Elemente ausreichen. 
Diese Aufgabe ist als die wichtigste dieses Werkes zu betrachten, und soll 
daher mit der höchsten Sorgfalt in diesem Abschnitte abgehandelt werden. 
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In dem besondern Falle aber, wo die Ebene der Balm mit der Ecliptik 
zusammenfällt, mid deshalb der Natur der Sache nach alle heliocentrischen 
und geocentrischen Breiten verschwinden, können die drei verschwindenden 
geocentrischen Breiten nicht weiter als drei von einander unabhängige Daten 
betrachtet werden. Es würde daher dann diese Aufgabe unbestimmt bleiben, 
und den dreien geocentrischen Orten durch unendlich viele Bahnen genügt 
werden können. In einem solchen Falle müssen mithin nothwendig vier 
geocentrische Längen gegeben sein, um die vier übrigen unbekannten Elemente 
(mit Ausfall der Neigung der Bahn und der Länge des Knotens) zu finden. (132) 
Obgleich nun „per principium indiscemibilimn^ nicht zu erwarten ist, dass 
jemals in der Natur der Dinge ein solcher Fall sich zutragen werde, so ist 
doch leicht abzusehen, dass eine Aufgabe, welche beim vollständigen Zu- 
sammenfallen der Bahn mit der Ecliptik gänzlich unbestinmit wird, auch 
bei denjenigen Bahnen, die nur sehr wenig gegen die Ecliptik 
g'eneigt sind, wegen der beschränkten Genauigkeit der Beobachtungen 
beinahe ebenso unbestimmt bleiben müsse, wo selbst die kleinsten Beob- 
achtungsfehler die Bestimmung der Unbekannten gänzlich zu stören vermögen. 
XJm deshalb auch auf diesen Fall Rücksicht zu nehmen, wird man sechs andere 
XDaten auswählen müssen, und ich will daher im zweiten Abschnitte zeigen, 
"^^e sich die unbekannte Bahn aus vier Beobachtungen bestimmen lässt, von 
dienen zwar zwei vollständig sind, die beiden übrigen aber unvollständig, 
izndem entweder die Breiten oder die Declinationen fehlen. 

Da endlich alle unsere Beobachtungen wegen der Unvollkommenheit 
^^^Miserer Instrumente und Sinne nur Annäherungen zur Wahrheit sind, so 
^^nrd eine Bahn, die lediglich auf die sechs absolut nothwendigen Daten sich 
9^tützt, noch beträchtlichen Irrthümem unterworfen sein können. Um nun die 
letzteren, so weit es angeht, zu verkleinem, und so die grösstmöglichste 
^Genauigkeit zu erreichen, giebt es keinen andern Weg, als von den besten 
Ißeobachtungen so viele als möglich zu sammeln, und die Elemente so auszu- 
stellen, dass sie nicht allein diesen oder jenen mit unbedingter Schärfe sich 
«nschliessen, sondern mit allen so gut als möglich übereinstimmen. Durch 
^welches Verfahren man nun eine solche Uebereinstimmung (wenn auch nirgends 
eine absolute, aber doch allenthalben eine so nahe als mögliche) nach den 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. 21 
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Grundsätzen der Wahrscheinlichkeits-Reclinung erlangen kann, will ich im 
dritten Abschnitte zeigen. 

Auf diese Weise wird sich also die Bestimmung der Bahnen, soweit 
sich in ihnen die Himmelskörper nach den Kepler 'sehen Gesetzen bewegen, 
zu aller wünschenswerthen Vollkommen! leit erheben. Die letzte Ausfeilung 
lässt sich freilich erst dann unternehmen, wenn man auch den Störungen 
Reclmung trägt, mit welchen die übrigen Planeten auf die Bewegung ein- 
wirken. Diese Reclmung, soweit sie zu unserem Zwecke gehört, will ich in 
dem vierten Absclmitte kürzlich anzeigen. 

116. 

Bevor man die Bestuimiung einer Bahn aus geocentiischen Beobachtungen 
unteminmit, muss man, wenn die gi'össte Schärfe erfordert wird, gewisse 
Reductionen wegen Nutation, Präcession, Parallaxe und Aberration anbringen. 
Bei einer mehr beiläufigen Rechnung kann man diese Kleinigkeiten ver- 
nachlässigen. 

Die Beobachtungen der Planeten und Cometen werden gewöhnlich so 
gegeben, dass sie m scheinbaren Rectascensionen und Declinationen aiisge- 
(133) drückt sind, d. h. sie sind auf die scheinbare Lage des Aequators bezogen. 
Da diese Lage wegen der Nutation und Präcession veränderlich, und daher 
für verschiedene Beobachtungen verschieden ist, so muss man vor allen 
Dingen an Stelle der veränderlichen Ebene irgend eine fixe Ebene einführen, 
zu welchem Zwecke man entweder den Aequator nach seiner mittleren Lage 
für irgend eine Epoche, oder die Ecliptik wählen kann. Die letztere Ebene 
pflegt gemeiniglich angewendet zu werden, aber auch die erstere Ebene 
empfiehlt sich durch einige eigenthümliche, nicht zu verachtende Vortheile. 

Ealls es daher beliebt, die Ebene des Aequators zu wählen, so müssen 
vor Allem die Beobachtungen von der Nutation befreit werden, und sind 
solche alsdann mit Anbringung der Präcession auf irgend eine beliebige 
Epoche zu reduciren. Dieses Verfahren kommt ganz mit demjenigen überein, 
mittelst dessen man aus dem beobachteten Orte eines Fixsteras dessen mittlere 
Position für eine gegebene Epoche ableitet, und dasselbe bedarf daher hier 
keiner Erklärung. Hat man aber beschlossen, die Ebene der Ecliptik zxi 
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erste Methode lässt sich nur dann anwenden, wenn der Abstand des Himmels- 
körpers von der Erde wenigstens näherungsweise bekannt ist; dann aber ist 
sie äusserst bequem und besonders in dem Falle, wenn die Beobachtung im 
Meridiane angestellt ist, wo nur die Declination allein von der Parallaxe afficirt 
wird. Uebrigens ist es vorzuziehen, diese Reduction unmittelbar an den beob- 
achteten Ort anzubringen, bevor man die Umformungen des vorhergehenden 
Artikels unternimmt. Ist aber der Abstand von der Erde noch gänzlich unbe- 
kannt, so muss man auf die zweite oder dritte Methode recurriren, und zwar 
auf die zweite, wenn der Aequator als Grundebene angenommen wird, auf 
die dritte aber, falls maü alle Positionen auf die Ecliptik beziehen will. 

118. 

Wenn der einer Beobachtung entsprechende Abstand eines Himmelskörpers 
von der Erde schon sehr nahe bekannt ist, so lässt sich diese Beobachtung 
vom Einflüsse der Aberration auf mehre Arten befreien, die sich auf die 
verschiedenen, im Art. 71 behandelten Methoden stützen. Es sei t die wirkliche 
Zeit der Beobachtung; i^ der Zeitraum, welchen das Licht gebraucht, um von 
dem Himmelskörper zur Erde zu gelangen, und den man erhält, wenn man 
die Distanz mit 493 Zeitsecunden multiplicirt; l der beobachtete Ort; l' derselbe, 
mit Hülfe der geocentrischen täglichen Bewegung auf den Zeitpunkt t-^S- 
reducirte Ort; T der Ort /, aber befreit von demjenigen Theile der Aberration, 
welche den Planeten mit den Fixsternen gemeinsam ist; L der wahre, der 
Zeit t entsprechende Erdort (d. h. der Tafelort um 20"25 vermehrt); endlich 
'L der wahre, der Zeit t — & entsprechende Erdort. Dann ist: 

I. / = der wahre Ort des Himmelskörpers aus X zur Zeit t — & 

gesehen; 
n. l' = der wahre Ort des Himmelskörpers aus L gesehen zur Zeit t 
lU. r= der wahre Ort des Körpers aus L gesehen zur Zeit t — &. 
Bei der Methode I wird daher der beobachtete Ort unverändert beibehalten, 
für die wirkliche Zeit aber die fingirte Zeit t — & substituirt, und dabei der 
Ort der Erde für diese fingirte Zeit berechnet. Die Methode H bringt die 
Aenderung lediglich an die Beobachtung an, erfordert aber ausser dem 
Abstände auch noch die tägliche Bewegung. Bei der Methode HI erleidet 
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Rechnung die Aberration mit erfassen, wenn die Methode der Bahnbestiinmung 
so angethan ist, dass man daraus die Werthe der Abstände eher erhält, bevor 
es erforderlieh wird, die verbesserten Zeiten in die Reclmung einzuführen. Es 
ist dann der Aberration wegen keine doppelte Rechnung nöthig, yde bei der 
weiteren Behandlung unserer Aufgabe noch klarer werden wird. 



119- 

Es würde nicht schwierig sein, ans der in unserer Aufgabe zwischen 
den gegebenen und den unbekannten Grössen bestehenden Verbindung ihren 
Stand auf seclis ■ Gleichungen zu reduciren, oder noch auf wenigere, da die 
eine oder die andere der Unbekannten sich ganz bequem eliminiren Hesse. 
Weil aber diese Verbindung eine äusserst venAackelte ist, so würden die 
Gleichungen sich meist als intractabele erweisen. Eine solche Trennung der 
Unbekannten aber, dass schliesslich eine Gleichung herauskäme, die nur eine 
einzige unbekannte Grösse enthielte, kann, allgemein gesprochen*), für un- 
möglich gehalten werden, und es lässt sich daher um so weniger die gAnze 
Auflösung des Problems nur durch directe Operationen erledigen. 

Aber auf die Lösung zweier Gleichungen ^^=0 und F=0, wobei 
nur zwei unbekannte u-, y untei-mischt verbleiben ^^iirden, lässt sich allerdings 
(136) unser Problem zurückführen und zwar auf verschiedene Arten. Es ist 
nämlich nicht nothwendig, dass x und y zwei von den Elementen selbst sind, 
sondern es können Grössen sein, die auf irgend eine Art mit den Elementen 
zusammenhängen, wenn die letzteren nur nach Auffindung von x und y sich 
bequem daraus herleiten lassen. Ausserdem ist es offenbar nicht nöthig, dass 
X, Y durch entwickelte Functionen von x und y dargestellt werden, sondern 
es genügt, dass sie mit jenen durch ein System von Gleichungen so verbunden 
sind, dass man es in der Gewalt hat, von den gegebenen Werthen für a:, y 
zu den entsprechenden Werthen von JT, Y zu gelangen. 



*) Falls die Beobachtungen so wenig Ton einander entfernt sind, dass die Zwischenzeiten als unend- 
lich kleine Grössen sich behandeln lassen, so kann eine solche Trennung allerdings von Erfolg sein, und das 
ganze Problem auf die Auflösung einer algebraischen Gleichung des siebenten oder achten Grades reducirt werden. 
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Y= yl-\'9fi darzustellen sein, so dass man die Coeffieienten «, ß^ y, J 
constant annehmen kann, so lange l und ju sehr klein bleiben. Hieraus U 
sich schliessen, dass, wenn für drei Systeme von Werthen für x, y, die i 
(137) den wahren nur wenig verschieden sind, eine Bestimmimg der entsprechenc 
Werthe von -X, Y Statt gefunden hat, man daraus die wahren Werthe i 
a:, y wenigstens insoweit ableiten könne, als dabei jene Voraussetzimg zuläi 
ist Wir wollen setzen, dass 

für X = a, y = b werde: X = A^ Y = B 
x = d, y = h' X=A\ Y=B 

x^d\ y = h" X=A\ Y=B' 

und man hat dann 

A=a{a—^)-^rß{h—ri), B = r{a —S) + ^{b —r,) 
A' = a{a'-^ + ß{b'-r,), B = yia -^^d{h' -rj) 
A'= a{a-^+ß{h"-ri), B' = y{d'-i)^d{h"-ri). 

Daraus entsteht nach Eliminirung von «, /?, y-i ^ 

t g {A Bf'— A" Bf) + a' {Ä'B—A B') + a" {AE-A B) 
^ — A'B' — A"B + A"B — AB"-{-AB-A'B 

_ biA'B' — A"B}-{-b'{A"B — AB')-{-b"(AB — A'B} 
^~ A' B' — A" B -\-A" B—AB' + AB —A' B ' 

oder in einer zur Rechnung bequemeren Gestalt: 

t_ , {a' — a){A"B—AB') + (a"—a){AB-A'B) 
^ — '^-r A'B' — A"B-\-A"B—AB'-[-AB—A'B 

_ , , (b'—b){A"B—AB')-}-ib" — b)(AB — A'B ) 
^~ + A'B'—A"B-{-A"B — AB'-\-AB—AB ' 

Offenbar ist es auch in diesen Formeln gestattet, die Grössen a, 6, A, 
a\ b\ Äj B, oder mit a", 6", A", B' zu vertauschen. 

Der gemeinschaftliche Nenner aller dieser Ausdrücke, den ms 
unter die Form {Ä—A){B'—B) — {Ä'—Ä){B—B) bringen kann, w' 

= («J_^y){(a'_a)(6"-6)-(a"-a)(6'-6)); 
woraus man sieht, dass a, a, a", 6, h\ h" so genommen werden mlis 

nicht T// 1 = y , - wird, widrigenfalls diese Methode nicht a 

sein, sondern für I und i? gebrochene Werthe liefern würde, deren 2 
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Nenner zugleich verschwänden. Ebenso ist hieraus klar, dass, wenn zufällig 
«(T — ß^ = wird, derselbe Mangel den Gebrauch der Methode ganz zer- 
stören würde, auf welche Weise man auch a, a\ a", 6, 6', b" annehmen möchte. 
In einem solchen Falle müsste man fUr die Werthe von X folgende Form 
voraussetzen aX'\-ßfi'^eXl'\-'QljLL'\-i9fc/ti^ und eine älmliche für die Werthe 
von y, wo dann die Analyse Methoden an die Hand geben würde, die der 
vorhergehenden analog sind, um aus den Werthen von X, Z, die für vier 
Systeme der Werthe von x, y gerechnet wären, die wahren Werthe der 
letzteren zu bestimmen. Auf diese Weise würde aber die Rechnung äusserst (138) 
besch\^erlich ausfallen und ausserdem lässt sich zeigen, dass in einem solchen 
Falle die Bahnbestimmung die erforderliche Schärfe der Natur der Sache nach 
nicht zulässt. Da diese Unzuträglichkeit nicht anders vermieden werden 
kann, als wenn man neue, melu- geeignete Beobachtungen heranzieht, so will 
ich bei diesem Gegenstande hier nicht verweilen. 

121. 

Sobald man daher für 'die Unbekannten bereits über genäherte Werthe 
disponirt, so lassen sich daraus die wahren mit aller nur zu wünschenden 
Schärfe durch die so eben erklärte Methode ableiten. Zuerst werden nämlich 
die jenen approximirten Werthen (a, b) entsprechenden Werthe von X, Y be- 
rechnet. Wenn letztere dann nicht von selbst verschwinden, so wird die 
Rechnung mit zwei anderen, davon wenig verschiedenen Werthen (a, b') wieder- 
holt, und dann mit einem dritten Systeme {a\ 6"), wenn nicht zufällig schon 
beim zweiten A" und Y verschAvinden. Dann lassen sich durch die Formeln 
des vorhergehenden Artikels die wahren Werthe finden, insofern die Voraus- 
setzung, auf welcher jene Formeln beruhen, von der Walurheit nicht merklich 
abweicht. Um sich über die Sache ein desto besseres Urtheil zu bilden, mag 
die Reclmung der Werthe von X, Y mit jenen verbesserten Werthen wieder- 
holt werden, und falls diese zeigt, dass dadurch den Gleichungen X = 0, Y = 
noch nicht Genüge geschehe, so wird man wenigstens sehr viel kleinere Werthe 
von X und Y daraus erhalten, als durch die drei früheren Hypothesen, und 
deshalb werden die hieraus abgeleiteten Bahnelemente weit genauer sein, als die 
den ersten Hypothesen entsprechenden. Will man sich hierbei nicht beruhigen, 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. HimmeUk. 22 
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SO wird es am gerathensten sein, unter Weglassung derjenigen Hypothese, 
welche die grössten Unterschiede hervorgebracht hatte, die beiden übrigen mit 
einer vierten von Neuem zu verbinden und so nach Anleitung des voran- 
gehenden Artikels ein fünftes System der Werthe von a:, y zu bilden. Auf 
dieselbe Weise kann man, wo es der Mühe werth erscheint, zu einer 
sechsten u. s. w. Hypothese übergehen , bis dadurch den Gleichungen X = 0, 
1^ = so genau Genüge geleistet wird, als es die logarithmischen und trigono- 
metrischen Tafeln gestatten. Sehr selten jedoch wird es nöthig sein, über das 
vierte System hinauszugehen, wenn man als erste Hypothesen nicht solche 
angenommen hat, die noch zu sehr von der Wahrheit abweichen. 



122. 

Da die bei der zweiten und dritten Hypothese anzunehmenden Werthe 
der Unbekannten in gewisser Weise willkürlich sind, wenn sie nur von der 
ersten Hypothese nicht gar zu verschieden sind, und man ausserdem in 
Acht nimmt, dass das Verhältniss {a — (i)\{b" — h) nicht zur Gleichheit mit 
{a — a):{b' — 6) hinneigt, so pflegt gemeiniglich gesetzt zu werden: a ^= a^ 
h" = b. Hieraus erwäclist ein doppelter Vortheil; denn es kommen nicht nur 
die Formeln für § und rj noch etwas einfacher heraus, sondern es bleibt auch 
ein Theil der ersten Rechnung derselbe bei der zweiten Hypothese und ein 
anderer Theil bei der dritten. 
(139) Es giebt aber einen Fall, wo andere Gründe eine Abweichung von dieser 

Gewolmheit rathsam machen. Nimmt man nämlich an, dass X die Form 
X' — X habe, und Y die Form Y' — y^ und dass die Functionen X\ Y' durch 
die Natiu- der Aufgabe so angethan seien, dass sie von massigen, bei den 
Werthen von rc, y begangenen Fehlem nur sehr wenig afficirt werden, oder dass 

(-^ — J, T— V — j, (—5 — j, f— T — j äusserst kleine Grössen seien, so ist klar, 

dass die Unterscliiede zwischen den Functionswerthen, die dem Systeme a; = ^, 
y = rj entsprechen, und zwischen denen, welche aus a: = a, y = b entstehen, 
auf eine gleichsam höhere Ordnung bezogen werden können, als die Differenzen 
S — a, 7] — 6; nun sind jene Werthe X' = ^, Y' = ri^ diese aber 
X' = a-\'A^ Z' = 6-|-j5, woraus folgt, dass a + ^^ b'\-B viel genauere 
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jedoch wenig zu trauen, und konnten dieselben daraus mit InthUmem so 
enorm entstellt herauskommen, dass sie nicht einmal als Annäherungen zu 
gelten vennöchten. Im zweiten Falle dagegen würde man von den künstlichen 
Mitteln verlassen werden, welche zur genäherten Bestimmung der Unbekannten 
zu benutzen sind, und man würde daraus nur eine ganz rohe Bestimmung 
ableiten können und doch sehr viel melir Hypothesen brauchen, oder eine 
gänzlich imgereimte, und doch die langweiligsten und widerwärtigsten Versuche 
nicht vermeiden können. Ein erfahrenes Urtheil aber über diese Methoden- 
grenzen wird besser durch häufige Anwendung, als durch Vorschriften 
erworben. Die unten zu behandelnden Beispiele werden zeigen, dass aus 
Beobachtungen der Juno, die nur 22 Tage von einander entlegen sind und 
eine heliocen irische Bewegung von 7° 35' umfassen, die Elemente sich 
schon mit vieler Genauigkeit ableiten lassen, und dass wechselsweise unsere 
Methode sich auch mit dem besten Erfolge auf die Ceres -Beobachtungen an- 
wenden lässt, welche 260 Tage von einander abstehen imd eine heliocentrische 
Bewegung von 62^55' einschliessen, sowie, dass durch Anwendung von vier 
Hypothesen, oder vielmehr successiven Annäherungen, Elemente erhalten 
werden, die aufs Beste mit den Beobachtimgen übereinstimmen. 

124. 

Ich gehe nun zur Aufzählung derjenigen Methoden über, welche vor- 
züglich zweckmässig sind und sich auf die vorangehenden Vorschriften stützen, 
deren hauptsächlichste Momente im ersten Buche auseinandergesetzt wurden und 
die hier nur unserem Zwecke angepasst zu werden brauchen. 

Die einfachste Methode scheint die zu sein, wobei für a:, y die Abstände 
des Himmelskörpers von der Erde in zwei Beobachtungen angenommen werden, 
oder vielmehr entweder die Logarithmen dieser Abstände, oder die Logai-ithmen 
der auf die Ecliptik oder den Aequator projicirten Abstände. Hieraus leitet 
man vermittelst Art. 64, V die heliocentrischen Orte und die hierzu gehörenden 
Abstände von der Sonne ab; daraus femer nach Art. 110 die Lage der 
Bahnebene und die heliocentrischen Längen in der Bahn, und hieraus, sowie 
aus den Kadien Vectoren und den entsprechenden Zeiten durch die in den 
Artikeln 85 — 105 ausführlich behandelte Aufgabe alle übrigen Elemente, 
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127, 



Hat man die drei heliocentrischen Orte auf die im vorangehenden 
Artikel beschriebene Art ermittelt, so kann man auch in folgender Weise 
(143) verfahren. Man bestimme die übrigen Elemente vermittelst der Aufgabe in 
den Artikeln 85 — 105 zuvörderst aus dem ersten und zweiten Orte mit der 
entsprechenden Zwischenzeit, sodann aber auf dieselbe Weise aus dem zweiten 
und dritten Orte und der zugehö'rigen Zwischenzeit. So wird man für die 
einzelnen Elemente zwei Werthe erhalten, aus deren Unterschieden man nach 
Belieben zwei für X und Y annehmen kann. Diese Methode empfiehlt sich 
ausserordentlich durch den nicht zu verachtenden Vortheil, dass man bei den 
ersten Hypothesen die übrigen Elemente, abgesehen von den beiden, welche 
man zur Feststellung von X, Y auswählt, überhaupt bei Seite lassen kann, 
und dass diese erst durch die letzte, auf bereits corrigirte Werthe von a:, y 
gestützte Rechnung bestimmt -^^erden, entweder allein aus der ersten Combination, 
oder allein aus der zweiten, oder, was gemeiniglich vorzuziehen ist, aus 
der Combination des ersten Orts mit dem dritten Orte. Im üebrigen gewährt 
die Auswahl jener beiden Elemente, welche, allgemein gesprochen, willkürlich 
ist, eine grosse Mannigfaltigkeit der Auflösungen. Es können z. B. genonnnen 
werden der Logarithmus des halben Parameters mit dem Logarithmus der 
grossen Halbaxe, oder ersterer mit der Excentricität, oder der letztere mit 
der Excentricität, oder mit einem dieser Elemente die Länge des Perihels. 
Irgend eins dieser vier Elemente kann auch combinirt werden mit der excen- 
trischen Anomalie, die dem mittleren Orte in jeder der beiden Rechnungen 
entspricht, wenn nämlich eine elliptische Bahn sich ergeben sollte, wo dann 
die Formeln 27 — 30 des Art. 96 eine sehr rasche Rechnung gewähren. In 
beson dem Fällen aber bedarf diese Auswahl einer gewissen Vorsicht. So z.B. 
würde bei Bahnen, die zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigen, die grosse 
Halbaxe a oder ihr Logarithmus weniger zweckmässig sein, weil deren un- 
mässige Variationen den Aenderungen von x, y nicht proportional erachtet 

werden dürften. In diesem Falle würde es dienlicher sein, — auszuwählen. 
Ich halte mich aber bei diesen Vorsichtsmaassregeln um so weniger auf, als 
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die fünfte, im folgenden Artikel auseinanderzusetzende Methode vor den 
bislang erörterten vier Methoden fast in allen Fällen die überwiegendsten 
Vorzüge besitzt. 

128. 

Es sollen die drei, auf die nämliche Weise wie in den Artt. 125, 126 er- 
mittelten Radien Vectoren mit r, r\ r" bezeichnet werden; sodann soll die 
heliocenti-ische Winkelbewegung in der Bahn vom zweiten zum dritten Orte 
mit 2/, vom ersten zum dritten mit 2f\ vom ersten ziun zweiten mit 2f" 
angedeutet sein, so dass /'=/+/" ist. Es sei ferner 7'V" sin 2/ = /^, 
r r" sin 2/' = n , r r sin 2f" = n\ Endlich seien die Producte der constanten 
Grösse k (Artikel 2) mit den Zwischenzeiten von der zweiten zur dritten Beob- 
achtung, von der ersten zur dritten, von der ersten zur zweiten beziehungsweise 
&^ &\ &". Man beginne nun mit einer doppelten Berechnung der Elemente 
(ganz wie im vorhergehenden Artikel) sowohl aus r, r , f" und &'\ als aus 
r\ r\ j\ &. In beiden Reclmungen gehe man aber nicht bis zu den 
Elementen selbst vor, sondern halte ein, sobald die Grösse, welche das 
Verhältniss des elliptischen Sectors zum Dreiecke ausdrückt, und welche oben 
(Art. 91) mit y oder — Y bezeichnet wurde, gefunden ist. Es sei der Werth 
dieser Grösse in der ersten Rechnung rf^ in der zweiten tj. Man erhält daher (144) 
mittelst der Formel [18] des Art. 95 für den halben Parameter p den 
doppelten Werth: 

Vl^=^- und Vp=^. 

Nach Art. 82 hat man aber überher einen dritten Werth 

4rrV" sin/sin/' sin/" 

P— n — n' + n" ' 

welche drei Werthe offenbar identisch sein mUssten, falls man für a:, y gleich 
von Anfang an die wahren Werthe getroflfen hätte. Es müsste deshalb sein 

\7 T^ n 



i.n_ A^S"rr' r" sin/sin/^ sin/" n'^ö" 

n n-\-n — ^^V^" ~ 2 lyV'rr'r" cos/cos/ cos/"' 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. 23 
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Wenn daher diesen Gleichungen nicht bereits bei der ersten Rechnung von 
selbst Genüge geleistet wird, so kann man setzen 

Y = n — n +?^ — 



2rin"rr'r" cos/cos/' cos/" " 

Diese Methode leidet eine ebenso allgemeine Anwehdung wie die zweite, 
im Art. 124 gegebene. Es ist aber ein grosser Gewinn, dass bei dieser fünften 
Methode die ersten Hypothesen eine Entwickelung der Elemente selbst nicht 
erfordern, sondern man dabei gleichsam auf halbem Wege stehen bleiben kann. 
Sobald man übrigens bei diesem Verfahren soweit gelangt ist, dass sich voraus- 
sehen lässt, wie eine neue Hypothese von der Wahrheit nicht merklich ver- 
schieden sein werde, so genügt es, darin die Elemente selbst entweder lediglich 
aus r, r, /", O''^ oder aus r, r\ f^ &^ oder, was vorzuziehen ist, aus 
r, r\ f\ &' zu bestimmen. 

129. 

Die bis jetzt erläuterten fünf Methoden bahnen sofort den Weg zu 
ebensovielen andern, welche sich von jenen nur dadurch unterscheiden, dass 
für X und y an Stelle der Abstände von der Erde die Neigung der Bahn 
und die Länge des aufsteigenden Knotens genommen werden. Mit diesen 
neuen Methoden verhält es sich so: 

I. Es werden aus x und y, sowie aus den beiden äussersten geocen- 
trischen Orten nach Art. 74, 75 die heliocentrischen Längen in der Bahn und 
die Radien Vectoren bestimmt, und hieraus und aus den entsprechenden 
Zwischenzeiten alle übrigen Elemente; aus letzteren endlich der geocentrische 
Ort zur Zeit der mittleren Beobachtung, dessen Unterschiede mit dem beob- 
achteten Orte in Länge und Breite A^ und Y liefern. 

(145) Die vier übrigen Methoden kommen darin überein, dass aus der Lage 

der Bahnebene und den geocentrischen Orten alle drei heliocentrischen Längen 
in der Bahn und die entsprechenden Radien Vectoren berechnet werden. 
Sodann aber werden 
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darum handelt, die Balmdiniensionen, deren genäherte Werthe bereits anders- 
woher bekannt geworden sind (zum Beispiel aus einer früheren, auf andere 
Beobachtungen gestützten ßechnung) , durch Beobachtungen zu verbessern, 
die weiter von einander entfernt sind, so stehen einer solchen Anforderung 
offenbar keine Schwierigkeiten im Wege. Hieraus aber ist noch nicht klar, 
auf welche Weise die erste Berechnung in Angriff zu nelunen ist, wo noch 
(146) alle Bahndimensionen gänzlich unbekannt sind. Dieser Fall unserer Aufgabe 
ist der bei weitem wichtigste und schwierigste, wie man schon aus dem analogen 
Probleme in der Theorie der Cometen abnehmen kann, das bekanntlich schon 
lange die Geometer gequält und so viele vergebliche Versuche hervorgerufen 
hat. Um unsere Aufgabe als richtig gelöst ansehen zu können, muss offenbar 
den nachfolgenden Bedingungen Genüge geleistet sein, wenn anders die Auf- 
lösung nach der vom Art. 119 an erklärten Vorschrift geschehen soll. Zuerst 
müssen die Grössen x^ y auf solche Weise gewählt werden, dass man für sie 
genäherte Werthe aus der Natur der Aufgabe selbst erzielen kann, wenigstens 
so lange die von den Beobachtungen umschlossene heliocentrische Bewegmig 
des Himmelskörpers nicht zu beträchtlich ist. Zweitens aber wird erfordert, 
dass kleine Aendeiimgen der Grössen ü-, y nicht zu starken Aenderungen in 
den daraus abzuleitenden Grössen entsprechen, damit nicht die bei der Werth- 
annahme jener Grössen etwa begangenen Fehler verhindern, dass man auch 
diese als genäherte ansehen kann. Endlich drittens verlangt man, dass die 
Reclmungsoperationen, durch welche man von den Grössen a;, y nach und nach 
bis zu X^ Y vorschreitet, nicht gar zu weitläuftig werden. 

Diese Bedingungen geben ein Criterium an die Hand, nach welchem 
man sich über die Vorzüglichkeit jeder Methode ein Urtheil bilden kann, die 
sich noch sichtlicher aus häufigen Anwendungen offenbaren wird. Diejenige 
Methode, zu deren Auseinandersetzung ich jetzt übergehe und welche ge- 
wissermfiassen als der wichtigste Tlieil dieses Werkes zu betrachten ist, leistet 
diesen Bedingungen in einer Weise Genüge, dass nichts mehr zu wünschen übrig 
erscheint. Bevor ich jedoch damit beginne, dieselbe in der für die Praxis 
bequemsten Gestalt zu erklären, will ich einige vorläufige Betrachtungen vor- 
ausschicken, um gleichsam den Zugang zu dieser Methode, der sonst vielleicht 
zu dunkel und weniger nahe liegend erscheinen könnte, zu beleuchten und zu 
eröffnen. 
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n n" 
— r, — r begangener Fehler zweiter Ordnung in den Werthen der Abstände 

einen Fehler von der Ordnung Null erzeugen werde. Es würden deshalb 
nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauche die Abstände nur dann mit einem 
begi-enzten Fehler herauskommen, wenn die Zwischenzeiten unendlich klein 
sind, und man würde mithin sowohl diese Abstände, als die übrigen daraus 
abzuleitenden Grössen nicht emmal für Annäherungen halten können, und die 
Methode würde daher mit der zweiten Bedingung des vorangehenden Artikels 
im Widerspruche stehen. 

132. 

Setzt man der Kürze wegen (0 . 1 . 2) = a, (0 . 1 . 2) Z>' = — 6, 

(0.0.2)2) = +c, (O.II.2)Z)" = +rf, so dass die Gleichung [10] des 

n" 

Art. 114 wird ad* = h-{-c. —r-\'d.—r. so werden zwar die Coefficienten c 

und d von der ersten Ordnung sein, es lässt sich jedoch leicht zeigen, dass die 
Diflferenz c — d zur zweiten Ordnung gehören müsse. Hieraus folgt aber, dass 

der Werth der Grösse T /, — , der aus der approximirten Voraussetzung 

n:n = &: &" entsteht, nur mit einem Fehler von der vierten Ordnung behaftet 
sei, ja sogar nur von der fünften, falls die mittlere Beobachtung von den 
äusseren um gleiche Zwischenräume absteht. Denn es wird jener Fehler 
_ c^ + da" __ cn-\-dn!* _ ü &' {d -^ c) {tj" — y) 

wo der Nenner von der zweiten Ordnung ist, der eine Factor des Zählers 
x9&"(d — c) von der vierten, der andere (i]" — tj) von der zweiten oder in 
jenem speciellen Falle von der dritten. Stellt man daher jene Gleichung in 

folgender Gestalt dar: a^ = 6+ . 'T '^ ' -^^— ^ so ist klar, dass der 

(148) Fehler der im vorhergehenden Artikel vorgetragenen Methode nicht daraus 
herrührt, dass die Grössen w, n" hier den Grössen 5^, &" proportional ange- 
nommen sind, sondern daraus, dass man noch überdies die Grösse n der 
Grösse &' proportional gesetzt hat. Auf diese Weise wird nämlich an der 

Stelle des Factors -^^ — , der minder genaue Werth — ^^7 — = 1 eingeführt, 



134 Zweites Buch. Erster Abschnitt. 

(149) Auch diese Gleichung enthält zwar noch die unbekannte Grösse r\ welche 
sich aber offenbar eliminiren lässt, da sie nur von cT und bekannten Grössen 
abhängig ist. Würde die Gleichung alsdann gehörig geordnet, so wäre sie 
eine des achten Grades. 



134. 

Aus dem Vorstehenden ist bereits der Grund ersichtlich, wanim wir in 

unserer Methode für a:, y resp. die Grössen — = P und ^\-—^-, Ijr ^ = Q 

annehmen wollen. Denn es ist zuerst klar, dass, wenn P und Q als bekannt 
angesehen werden, sich daraus cT mittelst der Gleichung 

bestimmen lasse und sodann S und (T' durch die Gleichungen [4] und [6] des 
Artikels 114, indem man hat 

n' 1-f-P V^ 2r'' /' n' 1-f P V^ 2r'^ )' 

Zweitens ist offenbar, dass bei der ersten Hypothese für die Grössen P und 

Q , deren ffcnau wahre Werthe -— . -77 und — n — r, — -r li irr sind, 

^' ^ ^ r{ rr rjTi' cos f cos f coBf ' 

sofort die genäherten Werthe— und S^&'' sich darbieten, eine Hypothese, 

aus welcher in die Bestimmung von J' und mithin auch von (J^, J" Fehler der 
ersten Ordnung übergehen, oder von der zweiten Ordnung in dem mehrfach 
erwähnten Specialfalle. Obgleich man sich übrigens im Allgemeinen auf diese 
Schlussfolgerungen fest verlassen darf, so können sie doch in einem besondem 
Falle ihre Beweiskraft verlieren, falls nämlich die Grösse (0.1. 2), die im 
Allgemeinen von der dritten Ordnung ist, zufällig = Null wird, oder doch 
so klein, dass sie einer höheren Ordnung angehören muss. Dies geschieht, falls* 
die geocentrische Bewegung an der Himmelskugel nahe an dem mittleren Orte 
einen Einbiegungspunkt zeigt. Um daher diese Methode benutzen zu können, 
ist es schliesslich offenbar nothwendig erforderlich, dass die heliocentrisehe 
Bewegimg innerhalb der drei Beobachtungen nicht zu beträchtlich sei. Diese 
Einschränkung aber kann nach der Natur der sehr verwickelten Aufgabe 
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in keiner Weise veimieden werden, und ist auch nicht für einen Nachtheil 
zu halten, da man stets wünschen wird, die erste Bestimmung der unbekannten 
Balm eines neuen Hinunelskörpers baldmöglichst zu beginnen. Ausserdem ist 
jene Einschränkung, wie die unten gegebenen Beispiele zeigen werden, in 
ziemlich weitem Sinne zu verstehen. 



135. 

Die vorstehenden Untersuchungen sind zu dem Zwecke angeführt, 
damit die Grundsätze, worauf sich meine Methode stützt, und gleichsam ihr 
wahrer Nerv desto klarer durchblickt werden. Die Durchführung selbst aber 
wird die Methode in einer ganz verschiedenen Gestalt darstellen, welche ich 
nach sehr häufigen Anwendungen als die bequemste imter vielen andern von (150) 
mir versuchten empfelilen kann. Da bei der Bestimmung einer unbekannten 
Bahn aus drei lieobachtungen das ganze Geschäft sich stets auf einige 
Hypothesen, oder vielmehr successive Annäherungen zurückführen lässt, so ist es 
als ein sehr grosser Vortheil zu erachten, wenn es gelingt, die Rechnung derartig 
anzuordnen, dass gleich von Anfang an so viele Operationen als möglich, die 
nicht von P und Q, sondern einzig von der Combination bekannter Grössen 
al^hängen, von den Hypothesen selbst sich ti'ennen lassen. Man braucht dann 
offenbar die vorläufigen, allen einzelnen Hypothesen gemeinsamen Operationen 
nur einmal auszufülu-en , und die Hypothesen selbst werden auf so wenig 
Operationen wie möglich reducu-t. Auch ist es dabei von grossem Werthe, 
i^enn man nicht nöthig hat, bei den einzelnen Hypothesen bis zu den Elementen 
selbst vorzuschreiten, sondern wenn man sich deren Berechnung bis zur letzten 
Hypothese aufsparen kann. In beider Hinsicht dürfte meine Methode, welche 
ich jetzt auseinandersetzen will, nichts zu wünschen übrig lassen. 

136. 

Vor allen Dingen muss man die drei heliocentrischen Orte der Erde 
an der Himmelskugel -4, -4', Ä' (Fig. 4) mit den drei entspi-echenden geocen- 
trischen Orten des Himmelskörpers jB, B^ B' durch grösste Ki-eise verbinden, 
und sowohl die Lage dieser grössten Kreise in Beziehung auf die Ecliptik 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. 24 
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(wenn man nämlich letztere zur Grundebene wählt), als in ilmen die Lage 
der Punkte B^ E^ B' berechnen. Es seien a, a, a drei geocentrische 
Längen des Himmelskörpers, /?, ß ^ ß' dessen Breiten, /, /', l' die heliocen- 
trischen Längen der Erde, deren Breiten = Null gesetzt werden (Artt. 117, 72). 
Es seien femer y^ y\ y" die Neigungen der grössten Kreise, welche von -4, 
Ä^ A" beziehungsweise nach 5, B^ B' gezogen sind, gegen die Ecliptik. 
Um in Bestimmung dieser Neigungen eine feste Regel zu befolgen, wollen 
wir sie beständig in Beziehung auf denjenigen Theil der Ecliptik messen, 
welcher von den Punkten A^ A\ Ä' nach der Ordnung der Zeichen belegen 
ist, so dass ihre Grösse von bis zu 360° durchgezählt wird, oder, was auf 
dasselbe herauskommt, im nördlichen Theile von bis 180°, im südlichen 
von bis — 180°. Die Bogen AB^ ÄB^ Ä' B\ die man stets zwischen 
und 180° setzen kann, bezeichne ich mit (J, cT, d". So hat man für die 
Bestimmung von y, S die Formeln: 

[2] t.ngj = '"S'— " , 
welchen man zur Prüfung der Rechnung hinzufügen kann: 
(151) sincT = . , QO^S = cos/?cos(a — l). 

Zur Bestimmung von y\ cT, y\ d" dienen offenbar ganz analoge Fomieln. 
Würde gleichzeitig /3 = 0, a — 1 = oder =180°, d. h. befände sich der 
Körper zugleich in der Opposition oder Conjunction und in der Ecliptik, so 
würde y unbestimmt bleiben; aber ich setze voraus, dass dieser Fall bei keiner 
der drei Beobachtungen Statt habe. 

Wenn statt der Ecliptik der Aequator als Grundebene gewählt wird, 
so müsste man, um die Lage der drei grössten Kreise in Beziehung auf den 
Aequator zu bestimmen, ausser den Neigungen noch überher die Rectascensionen 
der Einschnitte mit dem Aequator berechnen, und auch ausser den Abständen 
der Punkte -B, B^ B' von diesen Einschnitten annoch die Abstände der Punkte 
-4, A^ Ä' von denselben bestimmen. Da dies von der im Art. 110 behan- 
delten Aufgabe abhängig ist, so halte ich mich hier bei der Entwickelung der 
Formeln nicht weiter auf. 
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137. 

Das zweite Geschäft bildet die Bestimmung der relativen Lage jener 
drei grössten Kreise unter sich, die von der Lage der gegenseitigen Ein- 
schnitte und von den Neigungen abhängig ist. Da ich dieses ohne Zwei- 
deutigkeit auf klare und allgemeine Begriffe zurUclczufUhi-en wünsche, so dass 
man nicht ftir die einzelnen verschiedenen Fälle auf besondere Figuren zu 
recurriren braucht, so muss ich einige vorgängige Erläuterungen voranschicken. 
Zuerst muss man nämlich in jedem grössten Kreise zwei entgegengesetzte 
Richtungen unterscheiden, was dadurch geschieht, dass man die eine als 
eine vorschreitende oder positive, die andere als eine rückgängige oder negative 
betrachtet. Da dies an sich ganz willkürlich ist, so will ich, um eine feste 
Norm aufzustellen, stets die Richtungen von -4, Ä^ Ä' nach -ß, J5', B' hin 
als positive betrachten, so z. B. wenn die Einsclmeidung des ersten Kreises mit 
dem zweiten durch eine positive Distanz vom Punkte A dargestellt wird, so 
ist dies so zu verstehen, dass sie von A gen B hin (wie B' in unserer Figur) 
zu nehmen sei; wenn sie aber negativ wäre, so müsste sie von der anderen 
Seite von A genommen werden. Sodann aber zweitens, werden auch die 
beiden Halbkugeln, in welche jeder grösste Kreis die ganze Kugel zertheilt, 
durch schickliche Benennungen von einander zu unterscheiden sein. Und zwar 
will ich diejenige Halbkugel die obere nennen, welche dem an der inneren 
Kugelfläche einen grössten Kreis m vorschreitender Richtung Dm-chwandemden 
zur Rechten ist; die andere die untere. Die obere Region wird daher analog 
sein der nördlichen Halbkugel in Beziehung auf Ecliptik oder Aequator, die 
luitere der südlichen. 

Hat man dies richtig verstanden, so wird man leicht beide Einschnitte 
der grössten Kreise von einander unterscheiden können; in dem einen Ein- 
schnitte nämlich lenkt der erste Kreis aus der untern Region des zweiten in (152) 
ie obere, oder, was dasselbe ist, der zweite aus der oberen Region des ersten 
die untere. Bei dem zweiten Einschnitte findet das Gegentheil Statt. 
1 und für sich ist es freilich ganz gleichgültig, welche Einschnitte wir bei 
?erem Problem auswählen wollen. Um aber auch hier nach einer unver- 

lerlichen Norm zu verfahren, wollen wir stets diejenigen (Z), B\ B* in Fig. 4) 

24* 
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annehmen, wo resp. der dritte Kreis Ä' B' in des zweiten Ä B! ^ der dritte in 
des ersten AB^ der zweite in des ersten obere Region übergeht. Die Lage 
dieser Einschnitte wird durch ilire Abstände von den Punkten Ä und Ä\ 
A und Ä\ A und Ä bestimmt, welche wir einfach mit Ä Dy Ä' D^ AD\ A' D^ 
AD\ Ä D" bezeichnen wollen. Sodann werden die gegenseitigen Neigimgen 
der Kreise die Winkel sein, welche resp. in diesen Einschnittspunkten Z), D\ 
D' zwischen denjenigen Theilen der sich schneidenden Kreise enthalten sind, 
die in vorschreitender Richtung liegen. — Diese, stets innerhalb und 180" 
zu nehmenden Neigungen bezeichne ich mit 6, «', «". Die Bestimmung dieser 
neun unbekannten Grössen aus den bekannten hängt oflfenbar von derselben 
Aufgabe ab, die im Art. 55 abgehandelt ist. Man hat daher folgende 
Gleichungen : 

[3] sin \ e sin i {AD + A'D) = sin | (r — l) sin | {/ + / ) 
[4] sin ^ecos^{AD + A"D) = cos|(r— Z>in i(y' — /) 
[5] cosiB8mi{AD—Ä'D) = sin i-(r— Z>os^(7" + /) 
[6] cosiecoB^ (AD— A'D) = cosi(r— Z')cos|(7''— /). 

Aus den Gleichungen [3] und [4] wird j{AD-\'Ä'D) und sin^c geftmden, 
die beiden übrigen geben y{AD — A"D) und cosyf, und so AD^ A"D und b. 
Der Zweifel bei Bestimmung der Bögen \{AD-\-Ä'D\ \{AD—A'D) durch 
die Tangenten wird mittels der Bedingung entschieden, dass sin j e und cos j e 
positiv herauskommen müssen, und die Uebereinstimmung von siny6 und cos-}« 
dient zur Prüfung der ganzen Rechnung. 

Die Bestimmung der Grössen AD\ A'D\ e\ AD'\ AD'\ t geschieht 
auf ganz ähnliche Weise, und es wird nicht nöthig sein, die zu dieser Berech- 
nung anzuwendenden acht Gleichungen hierher zu übertragen, da sie von selbst 
aus den Gleichungen 3 — 6 folgen, wenn 

AD' Ä'D e r—r y" / 
mit AD Ä'D' e l" — l y" y oder 
mit AD' A'D" t" l'—l y y 

resp. vertauscht werden. 

Eine neue Prüfung der ganzen Rechnung lässt sich noch aus der gegen- 
seitigen Relation zwischen den Seiten und den Winkeln des von den Punkten 
i>, Z>', D" gebildeten sphärischen Dreiecks ableiten, woraus man folgende 
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ganz allgemein geltenden Gleichungen erhält, welche Lage auch diese Punkte 
haben mögen: 

Bin {Aiy — Aiy') ^ sm(AD — A'iy') _ sin {A'D — A'iy) 
sin« sint' sin«" 

Wenn endlich . der Aequator an Stelle der Ecliptik zur Grundebene (153) 
gewählt wird, so erleidet die Rechnung nur die Aenderung, dass man für die 
heliocentrischen Orte der Erde -4, A\ Ä' diejenigen Punkte des Aequators 
substituiren muss, wo er von den Kreisen AB^ ÄB^ Ä' B' geschnitten wird. 
Man nimmt daher für /, l\ l" die Rectascensionen dieser Einschnitte, und für 
AD die Distanz des Punktes D vom zweiten Einschnitte u. s. w. 



138. 

Das dritte Geschäft besteht nun darin, dass man die beiden äussersten 
geocentrischen Orte des Himmelskörpers, d. h. die Punkte -ß, B' durch einen 
grössten Kreis verbindet, und des letzteren Einschnitt mit dem grössten Kreise 
AB bestimmt. Es sei B^ dieser Einschnitt, imd d' — o dessen Abstand vom 
Punkte Ä^ sowie a dessen Länge, /?* die Breite. Man hat also, weil -B, IT, 
B' in demselben grössten Kreise liegen, die bekannte Gleichung: 

= tang/?sin(a' — a) — tang/?*sin(a' — a)-4-tang/3"sin(a* — a), 
welche, wenn man tang/sin(a* — V) für tang/?* substituirt, folgende Gestalt 
annimmt: 

!cos (a* — V) jtang ß sin {a — l) — tang ß' sin (a — 1')\ 
— sin (a* — l) jtang/? cos {a — l') -}- tang / sin {a — a) — tang ß' cos (a — l')^ 
Da nun tang(a* — V) = cos/ tang (cT — a), so hat man 

UtrxcT(S'—n\ = tang|?8in(a^^-r) — taDg|?^^sin(«-y) 

Hieraus leitet man die folgenden, zur numerischen Rechnung be- 
quemeren Gleichungen ab. 

Man setze 
[7] tang/?sin {a —V)—t8cagß' mi{a—V) = S 
[8] tang/?cos(a" — 0— tang/3"cos(a— = T&int 
[9] sinK— «) = Tcost, 



\ 
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(Art. 14, II), und es wird sein: 

[10] tang(cr-a) = rsin(f+/) - 

Die Zweideutigkeit in Bestimmung des Bogens ^ — o durch die Tangente 
entsteht daraus, dass die grössten Kreise ÄB'^ BB' in zwei Punkten sieh 
schneiden. Ich nehme fllr B* stets den dem Punkte B nächsten Einschnitt, 
so dass o immer zwischen die Grenzen — 90° und -[-90" fällt, wodurch jene 
Zweideutigkeit gehoben wird. Gemeiniglich wird dann der Werth des Bogens a 
(der von der Curvatur der geocentrischen Bewegung abhängt) eine hinlänglich 
(154) massige Grösse sein, und zwar, allgemein gesprochen, von der zweiten 
Ordnung, wenn die Zeitintervalle als Grössen erster Ordnung ange- 
sehen werden. 

Welche Modificationen bei der Reclmung anzubringen sind, wenn statt 
der Ecliptik der Aequator als Grundebene gewählt wird, ist aus der Anmerkung 
des vorhergehenden Artikels von selbst klar. 

Uebrigens bleibt die Lage des Punktes B* dann offenbar unbestinunt, 
wenn die Kreise BB\ AB' überhaupt zusammenfallen sollten; diesen Fall, 
wo die vier Punkte -4', 5, B\ B' in demselben grössten Kreise liegen würden, 
schliesse ich von unserer Untersuchung aus. Es ist aber auch angemessen, 
bei Auswahl der Beobachtungen selbst den Fall zu vermeiden, wo die Lage 
dieser vier Punkte nur wenig von einem grössten Kreise abweicht, widrigen- 
falls die Lage des Punktes 5*, welche bei den nachfolgenden Operationen von 
grosser Wichtigkeit ist, durch die kleinsten Beobachtungsfehler zu sehr afficirt 
werden und sich nicht mit der nöthigen Genauigkeit bestimmen lassen würde. 
Ebenso würde der Punkt B* dann unbestimmt bleiben, wenn die Punkte JS, B" 
in einen einzigen zusammenfielen f), in welchem Falle die Position des Kreises 
BB" unbestimmt bleiben würde. Ich schliesse deshalb auch diesen Fall aus, 
sowie man sich denn auch aus ähnlichen Gründen wie die vorigen derjenigen 
Beobachtungen zu enthalten hat, bei welchen der erste und letzte geocentrische 
Ort in Pimkte der Kugel fallen, die sich sehr nahe sind. 



1) Oder auch dann, wenn letztere sich entgegengesetzt sind, aber von diesem Falle spreche ich nicht, 
weil unsere Methode nicht auf Beobachtungen ausgedehnt werden kann, die einen so grossen Zeitraum 
umfassen. 
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man folgende Gleichung habe: 

= sm2/smiV^C— sin2/siniV^C" + sin2/'siniV^C" (I). 

Nun gehe ich davon aus, dass N im Einschnitte der grössten Kreise 
BB*B\ CC'G" genommen sei, gleichsam im aufsteigenden Knoten des 
ersteren auf dem zweiten. Ich bezeichne mit S, fi', 6", 5), 5)', 2)'' resp. die 
Abstände der Punkte (7, C\ C'\ Z), D\ D" von dem grössten Kreise BB* B\ 
die von einer der beiden Seiten positiv, von der anderen entgegengesetzten 
negativ zu nehmen sind. Damach werden offenbar sin 6, sin 6', sin(£" resp, 
proportional sein ^vaNC^ sin^C", smNC'\ wodurch die Gleichung (I) folgende 
Gestalt erhält: 

= sin 2/ sin (£ — sin 2/' sin ß'-]- sin 2 /"sin 6", 
oder, wenn man mit rr* r" multiplicirt, 

= 7^?'sinS — w'7''sin&' + w"r'sin6" (II). 

Ferner ist klar, dass sich verhalte sin 6 zu sin 2)' wie der Sinus des Abstandes 
des Punktes C von B zum Abstände des Punktes D von J5, wobei jeder 
Abstand nach derselben Richtung hin gemessen wird. Man hat daher 
. .. sin D' sin CB 

und auf ähnliche Weise erhält man: 

sin D" sin es' ^ 



— sinfö = 

— sinß' = 

— sinß" = 



sini^D"— <5) 

sin 35 sin C B* sin D" sin C B* 



sin iA'D—d'-{-o) sin (A D" — d'-\- a) 

sin J) sin C B' sin %' sin C" B' 



sinU"Z)-.d''j " sin(^"iy — a") • 
(156) Dividirt man daher die Gleichung (II) mit r'sinß", so entsteht: 

^ ~'^ • r"sinC"jB" • üiniAD^ — d) ^ ' r"^mC"B' ' 8m\AD—& + a} +^ * 

Wenn man nun hier den Bogen C B mit z bezeichnet, für r, r, r" ihre 
Werthe aus dem vorhergehenden Artikel substituirt, und der Kürze wegen setzt: 

. . jgsinasinU^^jy — <5^^) _ 

•-■^ ■*■ J R" sin d" sm(AD^ — ö)~^ 

ri91 ^'sinö^sinU^^J) — a^^) _ , ; 



194 Zweites Buch. Erster Abschnitt. 



, Qsinz* , ^4-1 • / \ j 

sm2? + 2ie-3 8inö-3 =6-p-p^8in(3— a), oder 



Qsim 



yr = (^ pT cosajsm(2 — o) — sinacos(3 — a). 



2B''ainö 
Setzt man der Kürze wegen 

t^^l ■2Ä'"^ind'^8ina "" ^ 
und führt den Hülfswinkel (o so ein, dass 

sina 



tangcü = 



' ^cosa 



P+a 
wird, so erhält man die Gleichung (IV) 

cQsincosins;* = sin (2: — (o — a), 
woraus man die Unbekannte z bestimmen muss. Zur bequemeren Berechnung 
des Winkels w lässt sich die vorige Formel für tangto so darstellen: 

tang«, = (P+a)tanga ^ 

Vcosa / ' \cosa / 

Setzt man daher 

b 
a 

[^ö] —f, = d 

1 



cosa 
tanga 



[16] 3^ = ^' 
cosa 
SO hat man zur Bestimmung von o) die einfache Formel: 

tanga>= pj^^ . 

Die Berechnimg der Grössen a, 6, c, d, e aus den Formeln 11 — 16, welche 
lediglich von gegebenen Grössen abhängt, kann man als das vierte Geschäft 
betrachten. Die Grössen 6, c, e selbst hat man nicht nöthig, sondern nur 
ihre Logarithmen. 

Uebrigens giebt es einen besondem Fall, in welchem obige Vorschriften 
einiger Abänderung bedürfen. Falls nämlich der grösste Kreis BB' mit -4"JS" 
(158) zusammenfällt und deshalb die Punkte J5, B* mit D\ jD, so würden a, 6 
imendliche Werthe erhalten. Setzt man in diesem Falle 
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von ^ verschieden, bald etwas grösser, bald etwas kleiner ist. Diese Er- 
scheinung ist auf folgende Weise zu erklären. Die analytische Behandlung 
unserer Aufgabe ist allein auf die Bedingung gestützt, dass die drei Orte des 
Körpers im Räume in geraden Linien liegen müssen, deren Lage dmxh den 
absoluten Ort der Erde und die beobachtete Position bestimmt wird. Schon 
nach der Natur der Sache müssen zwar jene Orte in denjenigen Seiten 
(159) ^er geraden Linien liegen, woher das Licht auf die Erde herabgelangt; 
aber die analytischen Gleichimgen erkennen diese Einschränkung nicht an, 
und müssen alle, mit den Kepler'schen Gesetzen übereinstimmende Orts- 
systeme auf gleiche Weise umfassen, sei es nun, dass letztere von dieser 
Seite der Erde her in diesen geraden Linien liegen, oder von jener Seite 
her, oder sei es endlich, dass sie mit der Erde selbst zusammenfallen. Auch 
dieser letzte Fall würde unserer Aufgabe Genüge leisten, da die Erde selbst 
nach Norm jener Gesetze sich bewegt. Hieraus sieht man, dass die Gleichun- 
gen auch diejenige Auflösung begreifen müssen, in welcher die Punkte C, 
C\ C" mit den Punkten -4, A\ A" zusammenfallen (insoweit man die sehr 
kleinen Veränderungen vernachlässigt, welchen die elliptischen Erdorte ver- 
möge der Störungen und der Parallaxe unterworfen sind). Die Gleichung IV 
muss daher stets die Auflösung z = ^ zulassen, wenn für P und Q die den 
Erdorten entsprechenden wahren Werthe genommen werden. Falls mithin 
jenen Grössen Werthe beigemessen werden, die von diesen nicht viel ver- 
schieden sind (was sich immer annehmen lässt, wenn die Zwischenzeiten 
massig sind), so muss unter den Auflösimgen der Gleichung IV noth- 
wendig eine gefunden werden, welche sehi- nahe an den Werth z = d" 
herankommt. 

Gemeiniglich wird zwar in dem Falle, wo die Gleichung IV drei Auf- 
lösungen durch positive Werthe für z zulässt, die dritte Lösung (ausser der 
wahren und der, von welcher wir eben gesprochen haben) einen Werth von z 
geben, der grösser als cT und deshalb analytisch ebenso möglich, physisch 
aber unmöglich ist. Dann kann es daher nicht zweifelhaft sein, welchen man 
nehmen muss. Es kann sich aber auch ereignen, dass jene Gleichung zwei 
verschiedene schickliche Auflösungen zulässt, und dann wüi'de sich imserer 
Aufgabe durch zwei ganz verschiedene Bahnen Genüge leisten lassen. Uebrigens 
ist in einem solchen Falle die wahre Balm von der falschen leicht zu unter- 
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IX. rsin(l;—AD' + d) = BBin^) 
lassen sich die Grössen C, t!\ r, r" nach Anleitung des Art. 78 daraus be- 
stimmen. Zur bequemeren Erledigung der Rechnung bringe ich noch folgende 
Formeln bei. Man setze: 



[17] 



sin (Aiy — d) 



= X 



S-sind" _ „ 

Die von P und Q noch unabhängige Berechnung dieser Grössen oder vielmehr 
ihrer Logarithmen kann als das fünfte und letzte Geschäft bei den 
Präliminar -Operationen angesehen werden, und wird dasselbe sogleich bequem 
mit der Berechnung von a, h oder mit dem vierten Geschäfte erledigt, wo 

a = -jr wird. Macht man sodann: 

n' r sine . ^ , ., y\ j^\ 

n r sin« • / i >i/ tv j^\ ^» 
— 77- . — — r • sm{3 + u4 D — o) = p 

(161) ^{Xp — \) = q 

X {l p —1) = q , 

so erhält man ^ und r aus rsinfe = p, rcos^ = q^ und ^", sowie r\ aus 
r'sinC =P ? r"cos^" = q\ Ein Zweifel in Bestimmung von ^ und ^" kann 
hier nicht obwalten, weil r und r" nothwendig als positive Grössen heraus- 
kommen müssen. Die vollständige Rechnung mittelst der Gleichung VII kann 
zur Prüftmg dienen. 

Es giebt aber zwei Fälle, wo man eine andere Methode befolgen muss. 
So oft nämlich der Punkt D mit B entweder zusammenfällt, oder auf der 
Kugel ihm entgegengesetzt ist, oder so oft AD' — d = Q oder = 180**, so 
müssen die Gleichungen VI imd IX nothwendig identisch sein, und es würde 
daher x = oo^ kp — 1 = werden imd mithin q unbestinunt bleiben. In 
diesem Falle werden zwar ^" und r' auf dieselbe oben gezeigte Art bestimmt, 
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sodann aber muss man ^ und r aus Combination der Gleichung VII mit VI 
oder IX ableiten. Ich unterlasse es, die aus dem Art. 78 zu entnehmenden 
Formeln hier nochmals herzuschreiben, und bemerke nur, dass in dem Falle, 
wo AD — d zwar nicht =0 und auch nicht = 180\ doch aber ein sehr 
kleiner Bogen ist, man besser thut, dieselbe Methode zu befolgen, weil 
dann die erstere Methode nicht die nöthige Schärfe zulassen würde. Und 
zwar möge man die Combination der Gleichung VII mit VI oder mit 
rX annehmen, je nachdem mi{AD" — AD) grösser oder kleiner ist, als 
^m{AD'-ö). 

Ebenso würde in dem Falle, wo der Punkt D oder der ihm entgegen- 
gesetzte entweder mit B" zusammenfällt, oder nur wenig davon absteht, die 
Bestimmung der Grössen i'\ r" durch die vorhergehende Methode entweder 
unmöglich werden, oder wenig Sicherheit gewähren. Dann bestimmt man 
daher C und r zwar durch jene Methode, alsdann aber ^" und r" aus Com- 
bination der Gleichung VII entweder mit V oder mit VUI, jenachdem 
siii{Ä'D — Ä'D) grösser oder kleiner ist als sin(^"-D — ij!'). üebrigens braucht 
man nicht zu besorgen, dass zugleich D mit den Punkten B^ B' oder den 
entgegengesetzten Punkten zusammenfällt, oder nur wenig von ihnen absteht; 
denn den Fall, wo B mit B" zusammenfällt, oder nur sehr wenig davon 
absteht, habe ich bereits oben im Artikel 138 von unserer Untersuchung aus- 
geschlossen. 

144. 

Hat man die Bögen T, V gefunden, so ist dadurch die Lage der 
Punkte C, C" gegeben, und es lässt sich der Abstand CC" = 2/' aus f, i" 
und e bestimmen. Es seien u^ u" die Neigungen der grössten Kreise AB^ 
A'B' zu dem grössten Kreise CC" (welche in Fig. 4 resp. die Winkel CCD 
und 180° — CCD sein werden), so hat man folgende, ganz denen im Art. 137 
[3] — [6] analoge Gleichungen: 

sin/sin \ {u^-u) = sin \ «'sin \ (f + 1") (162) 

sin /' cos \ {v!' -f- ^) = cos \e&va\ (C — i") 

cos/' sin Y (^" — «*) = sin j e cos y (f + f ") 

cos/'cosY(t^" — u) = cos-|-t cosy(r — O' 
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Die beiden ersten geben -ji^'-^u) und sin/', die beiden andern y(w" — u) und 
cos/'; aus sin/' und cos/' hat man/'. Die Winkel ^(u'-^-u) und j(t^" — w), 
welche erst in der letzten Hypothese zur Bestimmung der Lage der Bahnebene 
gebraucht werden, kann man in den ersten Hjrpothesen bei Seite lassen. 

Auf ganz ähnliche Weise Hesse sich / aus «, CD und (7"jD, sowie /", 
aus «", CD" und (7'Z)" bestimmen; man wendet aber hierzu bequemer die fol- 
genden Formeln an: 

sin 2/ = rsin 2/' . —r-r 
sm2/ = r 8m2/ . --7-r, 



n 



wo man die Logarithmen der Grössen — 7-r und —rj- schon aus der früheren 

Rechnung vor sich hat. Eine neue Prüfung der ganzen Rechnung endlich wird 
dadurch gewonnen, dass 2/4-2/" = 2/' werden muss; sollte zufällig ein Unter- 
schied Statt finden, so kann er sicherlich von keiner Bedeutung sein, wenn sonst 
alle Operationen so genau als möglich vollzogen sind. Bisweilen kann jedoch, 
falls die Rechnung allenthalben mit sieben Decimalen durchgeführt ist, dieser 
Irrthum auf einige Zehntheile der Secunde steigen, welchen man, wenn es der 
Mühe werth scheint, mit leichter Mühe unter 2/ und 2/" so vertheilen kann, 
dass die Logarithmen der Sinusse auf gleiche Weise entweder vermehrt oder 

vermindert werden , wodurch der Gleichung P = ,, . l^ = — mit aBer 

Schärfe, die die Tafeln zulassen, genügt sein wird. Sind / und /" wenig ver- 
schieden, so reicht es hin, zwischen 2/ und 2/" jenen Unterschied gleich- 
massig zu vertheilen. 

145. 

Nachdem man solchergestalt die Positionen des Himmelskörpers in der 
Bahn bestimmt hat, muss man eine doppelte Berechnung der Elemente sowohl aas 
Combination des zweiten Orts mit dem dritten beginnen, als aus Combination 
des ersten mit dem zweiten, zugleich mit den entspreclienden Zeitintervallen. 
Bevor man aber diese Operation unternimmt, bedürfen die Zeitintervalle noch 
einer Verbesserung, wenn man nämlich beschlossen hat, auf die Aberration 
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herauskommen müsse. Umgekehrt ist leicht einzusehen, dass, falls P = P^ 
Q =: Q herauskommt, die doppelte Elementen -Rechnung, wenn sie von beiden 
Seiten zu Ende geführt wird, ganz gleiche Zahlen liefern müsse, durch welche 
also alle drei Beobachtungen genau dargestellt würden, und so der Aufgabe 
vollständig genügt würde. Falls aber nicht P =^ P^ Q = Q wird, so mag 
man P' — P, Q — Q für X und Y nehmen, wenn man nämlich P und Q für 
ic, y genommen hat. Noch bequemer ist es, logP=a;, logQ = y zu setzen, 
und logP — logP=X, logQ' — logQ= Y. Alsdann ist die Rechnung mit 
anderen Werthen von a:, y zu wiederholen. 



(164) 147. 

Eigentlich würde es zwar auch hier, ebenso wie in den zehn oben 
abgehandelten Methoden, willkürlich sein, welche neue Werthe man für a:, y 
in der zweiten Hypothese setzen wollte, wenn solche nur nicht den oben 
erklärten allgemeinen Bedingungen widersprechen. Da es jedoch offenbar ein 
grosser Vortheil ist, falls man sofort von etwas genaueren Werthen ausgehen 
kann, so würde es nicht weise sein, die zweiten Werthe gleichsam aufs Gerathe- 
wohl anzunehmen, da es in der Natur der Sache liegt, dass, wenn die ersten 
Werthe von P, Q nur mit kleinen Fehlem behaftet sind, sich daraus die Werthe 
P', Q' viel genauer darstellen lassen, wenn anders die heliocentrische Bewegung 
eine massige war. Ich will deshalb stets P', Q' als zweite Werthe von P, Q 
nehmen, oder logP', log^' als die zweiten Werthe für a?, y, wenn die ersten 
Werthe durch logP, log^ bezeichnet sind. 

In dieser zweiten Hypothese, wo alle durch die Formeln 1 — 20 dargelegten 
Präliminar-Operationen unverändert beizubehalten sind, wird die Rechnung nun 
auf ganz ähnliche Weise wiederholt. Zuerst wird der Winkel w, dann werden 

n'r' nr 

-2, r, , — ?7-, r, ^, C'\ t\ y, f\f" bestimmt. Aus der mehr oder weniger 

beträchtlichen Differenz zwischen den neuen und alten Werthen dieser Grössen 
lässt sich leicht ermessen, ob es der Mühe werth ist oder nicht, auch die 
Verbesserung der Zeiten wegen der Aberration von Neuem zu berechnen. Ist 
dies nicht der Mühe werth, so bleiben die Zeitintervalle und deshalb auch 
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heben sich in X einigermaassen gegenseitig auf, vorzüglich wenn die Zeii- 
intervalle fast gleich sind, woraus dann X einen kleinen, bald positiven, bald 
negativen Werth erhält; dagegen erwächst in T aus den negativen Gliedern 
logi? und logV' zwar einige Compensation der positiven Glieder Comp, 
log cos y. Comp, log cos /', Comp, log cos/", aber weniger vollständig, weil 
gemeiniglich die letzteren erheblich grösser sind als die ersteren. Ueber das 

r' r' 

Zeichen von log — jt lässt sich im Allgemeinen nichts bestimmen. 

Falls die heliocentrische Bewegung innerhalb der Beobachtungen eine 
massige ist, so wird es selten nöthig sein, bis zu einer vierten Hypothese zu 
gehen ; gemeiniglich giebt die dritte, oft schon die zweite hinreichende Genauig- 
keit, ja bisweilen kann man schon bei den aus der ersten sich ergebenden 
Zahlen stehen bleiben. Es ist dabei immer gut, die grössere oder geringere 
Genauigkeit zu berücksichtigen, welche die Beobachtungen besitzen; denn es 
würde eine undankbare Arbeit sein, bei der Rechnung eine hundert- oder 
tausendfach grössere Genauigkeit zu erkünsteln, als die Beobachtungen zu- 
lassen. Bei diesen Dingen wird aber das Urtheil durch häufige praktische 
Ausübimg besser geschärft, als durch Vorschriften, imd die Erfahrenen 
werden leicht einige Fertigkeit erlangen, es richtig zu beurtheilen, wo man 
stehen bleiben darf. 



149. 

Erst in der letzten Hypothese werden die Elemente selbst gerechnet, 
entweder aus /, r , r\ oder aus f'\ r, r , indem man eine von beiden Rech- 
nungen bis zu Ende durchführt, die man bei den vorigen Hypothesen nur 
bis zu 71 oder ri' zu verfolgen brauchte. Will man beide Rechnungen durch- 
führen, so wird die Uebereinstimmung der resultirenden Zahlen eine neue 
(166) Prüfung der ganzen Arbeit liefern. Dennoch empfiehlt es sich, sobald erst 
fi f\ f" gefunden sind, die Elemente aus der alleinigen Combination des 
ersten und dritten Orts abzuleiten, nämlich aus /', r, r' und dem Zeitintervalle, 
und endlich ziu- grösseren Sicherheit der Rechnung den mittleren Ort in der 
Bahn nach den gefundenen Elementen abzuleiten. 
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Hat man übrigens statt der Ecliptik den Aequator zur Grundebene 
gewählt, so entsteht hieraus bei der Rechnung keine andere Differenz, alä dass 
man statt der Punkte A^ A" die Einschnitte des Aequators mit den grössten 
Kreisen AB^ Ä'E' nehmen muss. 



150. 

Ich gehe jetzt zur Erläuterung dieser Methode durch einige ausführliche 
Beispiele über, die zugleich aufs Deutlichste zeigen werden, wie weit ihre 
Anwendbarkeit ausgedehnt ist und wie bequem und rasch sie stets zum erwünsch- 
ten Ziele führt*). 

Das erste Beispiel soll der neue Planet tFuno liefern, zu welchem 
Zwecke ich folgende, in Green wich angestellte und von Maskelyne mir mit- 
getheilte Beobachtungen ausgewählt habe. 



mittlere Zeit Greenwich. 


scheinbare 
Bectascension. 


scheinbare südliche 
Declination. 


1804 Oct. 5. 10" 51» 6* 


357° 10' 22" 35 


6-40' 8" 


17. 9 58 10 


355 43 45, 30 


8 47 25 


27. 9 16 41 


355 11 10, 95 


10 2 28 



Aus den Sonnentafeln findet man für dieselben Zeiten 


' 




Länge der Sonne Tom 
scheinbaren Aequinox. 


Natation. 


Abstand von der 
Erde. 


Breite der 
Sonne. 


scheinbare Schiefe der 
EcUptik. 


Oct. 5 
17 
27 


192" 28' 53" 72 
.204 20 21,54 
214 16 52, 21 


+ 15" 43 
4-15,51 
+ 1.5,60 


0,998 8839 
0,995 3968 
0,992 8340 


0"49 
+ 0,79 
— 0,15 


23" 27' 59" 48 
59,26 
59,06 



Ich will bei Führung der Rechnung so verfahren, als ob die Bahn noch 
gänzlich unbekannt wäre. Man kann daher die Orte der Juno von der Parallaxe 



*) Es ist nicht richtig, eine Methode mehr oder weniger genau, als eine andere zu nennen. 
Denn man kann nur Ton derjenigen Methode sagen, dass sie die Aufgabe gelöst habe, durch welche man in den 
Stand gesetzt ist, jeden beliebigen Grad der Genauigkeit zu erreichen. Die eine Methode kann daher der anderen < 
nur in dem Betracht den Rang ablaufen, dass derselbe Grad der Genauigkeit durch die eine schnell und mit 
minderer Arbeit, durch die andere langsamer und mit grösserer Mühe erreicht wird. 
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Endlich müssen alle Längen, sowohl die des Planeten als die der Erde, 
auf das mittlere Frühlings -Aequinox für irgend eine Epoche, wozu ich den 
Anfang des Jahres 1805 wähle, reducirt werden. Nach Einführung der 
Nutation muss daher auch noch die Präcession hinzugefügt werden, welche 
für die drei Beobachtungen resp. ist: 11"87, 10"23, 8"86, so dass man für 
die erste Beobachtung addiren muss: — 3"56, für die zweite: — 5"28, für die 
dritte: — 6"74. 

Schliesslich sind Längen und Breiten der Juno von der Fixstern- 
Aberration zu befreien. So findet man durch die bekannten Regeln, dass man 
von den Längen resp. abziehen muss: 19"12, 17"11, 14"82, dass man aber 
zu den Breiten addiren muss: 0"53, 1"18, 1"75, eine Addition, wodurch die 
absoluten Grössen eine Verminderung erleiden, weil die südlichen Breiten als 
negative angesehen werden. 



(169) 



151. 



Nach gehöriger Anbringung aller dieser Reductionen, stehen die wahren 
Daten der Aufgabe, wie folgt: 
Beobachtungszeiten auf den 
Pariser Meridian reducirt . • 
Längen der Juno a, «', o" . . . 

Breiten ß, ß", ß" 

Längen der Erde l, l', l" . . . . 
Log. der Abstände Ä, K, K' 



Oct. 5,458 644 
354' 44' 31" 60 
—4 59 31,06 
12 28 27,76 
9,999 6826 



17,421885 
352* 34' 22" 12 
—6 21 55,07 

24 19 49,05 
9,998 0979 



27,393 077 
351" 34' 30" Ol 
—7 17 50,95 

34 16 9,65 
9,996 9678 



Hieraus geben die Rechnungen nach Art. 136 und 137 folgende Zahlen: 



7^ 7 



7^ 

i. 

Die Logarithmen der Sinusse . 

ÄD, AD', AD' 

Ä'D, Ä'D, ÄD" 

t n 
*5 «» « 

Die Logarithmen der Sinusse . 

logsinyc' 

log cos j e' 



196' 0' 8" 36 

18 23 59,20 

9,499 1995 

232 6 26,44 

241 51 15,22 

2 19 34,00 

8,608 3885 



191" 58' 0"33 

32 19 24,93 

9,728 1105 

213 12 29,82 

234 27 0,90 

7 13 37,70 

9,099 6915 

8,799 5259 

9,999 1357 



190' 41' 40" 17 

43 11 42,05 

9,835 3631 

209 43 7,47 

221 13 57,87 

4 55 46,19 

8,934 1440 
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woraus — ^ = 0,726 7136. Daraus erhält man d = —1,3625052, 
cosa ' ' ' 

löge = 8,392 9518w. Schliesslich geben die Formeln des Art. 143: 

logx 0,0913394» 

\ogx" 0,5418967« 

\ogl 0,486 4480n 

logr 0,169 2352». 

152. 

Damit sind die Präliminar- Rechnungen erledigt und iqh gehe zur" 
ersten Hypothese über. Der (unverbesserte) Zeitraum zwischen der zweiten 
imd dritten Beobachtimg beträgt 9,971192 Tage, zwischen der ersten und 
zweiten 11,963 241 Tage. Die Logarithmen dieser Zahlen sind 0,998 7471 
xmd 1,077 8489, woraus log^ = 9,234 3286, log ^" = 9,3134303. Ich setze 
daher zur ersten Hypothese 

X = logP = 0,079 1018 
y = logQ = 8,647 7588. 
(171) Hieraus wird 

P=l,1997804, P+a= 1,5541396, P+<« = —0,162 7248; 

löge 8,392 9518» 

log(P+a) 0,1914900 

C.log(P4-rf) . . . 0,7886463» 

logtango» 9,372 9881, woraus to = + 13* 16'51"89, (o-\-a = -{- 13'40'5"01. 

logQ 8,547 7688 

logc 2,690 7847 

logsin CO 9,361 2147 

log Qc sin tw 0,599 7582. 

Der Gleichung Q c sin ewsin 2* = sin (z — 13"40'5"01) lässt sich durch wenige 
Versuche Geniige thun mit einem Werthe von z = 14° 35' 4" 90 , woraus 
logsinz = 9,401 0744, logr' = 0,326 1340. Jene Gleichung lässt ausser dieser 
Auflösung noch drei andere zu, nämlich 
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z= 32' 2' 28" 
z = 137 27 59 
z = 193 4 18. 

Die dritte muss man vei-werfen, weil sin 2 dadurch negativ herauskommt; die 
zweite weil z grösser wird als S\ die erste entspricht der Annäherung an die 
Erdbalm, worüber im Art. 142 gesprochen ist. 
Femer hat man nach Art. 143: 

log ^t"^ 9,8648551 

log(P+ a) 0,191 4900 

Comp, log sin (2— ö) . . 0,6103578 

log-^— 0,666 7029 

logP : 0,079 1018 

log-$- 0,587 6011 

z\-AD — (T = 3 + 199"47'' 1"51 = 214'22' 6" 41; logsin = 9,751 6736n 
zJ^ÄD"—S = 2-f 188 54 32, 94 = 203 29 37, 84; logsin = 9,6005923«. 

Hieraus folgt log/) = 9,927 0735«; logp" = 0,022 6459 «, und sodann 
log? = 0,2930977«; log?" = 0,258 0086«, woraus: 

r = 203" 17' 31" 22; logr = 0,3300178 
r=210 10 58,88; logr" = 0,321 2819. 

Endlich erhält man vermittelst Art. 144 (172) 

1-(«."+m) = 205''18'10"53 
^(tt"— m)= — 3 14 2,02 
/' = 3 48 14,66 

log8in2/' 9,121 8791 logsin2/' 9,121 8791 

logT- 0,3300178 logr" 0,321 2819 

Comp.log— . . . 9,333 2971 Comp.log-^ . . . 9,412 3989 



log8in2/ 8,785 1940 logsin2/' 8,855 5599 

2/ = 3° 29' 46" 03 2/" = 4" 6' 43" 28. 

Die Summe 2f-\-2f" ist hier von 2/' nur um 0"01 verschieden. 

27- 



212 Zweites Buch. Erster Abschnitt. 

Um nun die Zeiten für Aberration zu verbessern, müssen die Distanzen 
(>, (>', q" nach den Formeln des Art. 146 berechnet, und muss sodann mit diesen 
Distanzen die Zeit von 493 Secunden oder 0,005 706 Tagen multiplicirt 
werden. Hier die Rechnung: 

logr 0,33002 logr' 0,32613 logr" 0,32128 

logsin(^Z>'— ^) ..9,23606 log8in(<r—3).. 9,483 84 log8in(Xi)'—?").. 9,613 84 
Comp, logsinc^. . . . 0,500 80 C. logsinc^ . . . . 0,271 89 Comp, log sin (T' .... 0,164 64 

logp 0,066 88 logp' 0,08086 log?" 0,099 76 

logconst 7,766 33 7,766 33 7,766 33 

logder Reduct. ... 7,823 21 
Reduction = 0,006 656 

Der Beobachtungen verbenerte Zeiten 

I. Oct. 5,451988 

II. 17,415 011 

m. 27,385 898 

Es werden mithin die verbesserten Logarithmen der Grössen S-, &" 9,2343153 
und 9,313 4223. Fängt man jetzt die Bestimmung der Elemente aus /, r, r", 
& an, so koDMnt log j? = 0,000 2286; ebenso aus /", r, r', &" wu-d logrj" = 
0,000 3191. Diese im ersten Buche, Abschnitt III, weitläuftig erklärte Berech- 
nung herzusetzen, will ich unterlassen. 

Endlich hat man nach Art. 146: 

(173) log*" 9,313 4223 21ogr' 0,650 2680 

Comp, log* 0,765 6847 Comp, logrr" 9,348 7003 

logTi 0,0002286 log**" 8,5477376 

Comp, log V 9,999 6809 Comp, log????" 9,9994524 

logP' 0,079 0164. Comp, log cos/ . . . 0,000 2022 

Comp, logcos/' . . . 0,000 9579 
Comp, log cos/" . . 0,000 2797 
logQ' 8,5475981. 

Aus der ersten Hypothese resultirt daher X= — 0,0000864, Y= —0,000 1607. 



7,837 19 


7,866 09 


0,006 874 


0,007179 


lutenralle 


Logarithmen 


li" 963 023 


1,077 8409 


9,970887 


0,998 7339. 
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153. 

In zweiter Hypothese lege ich für P, Q diejenigen Werthe zum 
Grunde, welche in der ersten für P', Q gefunden waren, und setze also 

a; = logP = 0,079 0164 
2^ = logQ =8,547 5981. 
Da die Rechnung hier ganz ebenso wie in erster Hypothese geführt wird, 
80 setze ich nur die Hauptmomente her: 



m 13''15'38"13 

to+0 13 38 51,25 

logQcsin CO 0,598 9389 

z 14 33 19,00 

logr' 0,3259918 

log-^ 0,6675193 



log 



n 

nV 



n 



,0,5885029 



r 210" 9'24"98 

logr 0,3307676 

logr" 0,3222280 

W'+^) 205 22 15,58 

i-(M"— m) —3 14 4,79 

2/ 7 3453,32 

2/ 3 29 0,18 



2/" 4 5 53,12 

^ 203 16 38,16 

Die Reduction der Zeiten für Aberration von Neuem zu berechnen 
würde nicht der Mühe werth sein, da sie kaum um eine Secunde von denen 
abweichen würden, welche in erster Hypothese gefunden. 

Die fernere Rechnung giebt log»/ = 0,0002270, logV = 0,000 3173, 
woraus man erhält 

logP' = 0,079 0167 X = + 0,000 0003 
logQ' = 8,547 6110 T = + 0,000 0129. 
Hieraus sieht man, um wie viel genauer die zweite Hypothese, als die 
erste ist. 



154. (174) 

Um nichts zu wünschen übrig zu lassen, will ich noch die dritte 
Hypothese ansetzen, wobei ich wiederum die in zweiter Hypothese gefundenen 
Werthe für P\ Q als Werthe für P, Q nehme. Setzt man daher 
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x = logP = 0,0790167 
2/ = logQ = 8,547 6110, 
so sind die Hauptmomente der Rechnung folgende: 



lo 13" 15' 38" 39 

ßj+o 13 38 51, 51 

logQcsinc» 0,598 9542 

2 14 33 19, 50 

logr' 0,325 9878 

log— 0,6675154 



log 



0,588 4987 



r' 210" 8' 25 " 65 

logr 0,330 7640 

logr" 0,322 2239 

i-(M"' + tt) ....205 22 14,57 
i(tt"_M) ....—3 14 4,78 

2/ 7 34 63,73 

2/ 3 29 0, 39 



2/'" 4 5 53,34 

^ 203 16 38, 41 

Alle diese Zahlen weichen von den in zweiter Hypothese gefundenen 
so wenig ab, dass man sicher annehmen kann, dass die dritte Hypothese 
keiner Verbesserung weiter bedüi-fe*). Man kann daher jetzt zur Bestimmung der 
Elemente selbst vorschreiten aus 2/', r, r'\ &\ welche hierher abzuschreiben 
ich unterlasse, weil dieselbe schon oben Art. 97 als Beispiel ausführlich vor- 
getragen ist. Es bleibt daher nur übrig, die Lage der Balmebene nach An- 
leitung des Art. 149 zu berechnen, und die Epoche auf den Anfang des Jahres 
1805 zu übertragen. Diese Berechnung stützt sich auf folgende Zahlen: 

AD'—i;^ 9° 55" 51" 41 

{-{y-\-u) = 202 18 13,855 

i(;._M) =_6 18 5,495, 



A 



woraus man ableitet: 



i(^4-Ä) = 196" 43" 14'" 62 
^g—h) =—4 37 24,41 



2 * 



= 6 33 22, 05. 

(175) Es wird daher Ä = 201' 20" 39"' 03 und deshalb Q = l—h = 171" 7" 48"" 73; 
ferner 5» = 192" 5" 50"' 21, und mithin, da die wahre Anomalie für die erste 



*) Wenn die Kechnung ebenso wie in vorstehenden Hypothesen zu Ende geführt würde, so wfirde 
JT = 0, und y = -|- 0,000 0003 herauskommen ; ein Werth, der als verschwindend anzusehen ist, und kaum über 
die der letzten Decimale stets anklebende Unsicherheit hinausgeht. 
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derttheile der Secunde abweichen (Art. 63); Unterschiede, die von den unver- 
meidlichen Tafelfehlem gleichsam absorbirt werden. 

Das vorangehende Beispiel habe ich deshalb mit grösster Genauigkeit 
behandelt, damit man sehe, wie leicht durch unsere Methode eine möglichst 
scharfe Auflösung erreicht wird. In der Praxis wird es aber selten nöthig sein, 
diesen Typus mit gleicher Aengstlichkeit nachzuahmen. Gemeiniglich wird es 
(176) genügen, allenthalben sechs Decimalen anzuwenden, und in unserem Beispiele 
würde schon die zweite Hypothese keine geringere und die erste eine völlig 
ausreichende Genauigkeit geliefert haben. Ich glaube, dass es dem Leser an- 
genehm sein werde, eine Vergleichung der aus der dritten Hypothese abge- 
leiteten Elemente mit denen vornehmen zu können, welche die zweite oder 
auch die erste Hypothese geliefert haben würden. Diese drei Elementen- 
Systeme legt folgendes Schema dar: 





Aus Hypothese Hl. 


Aus Hypothese II. 


Aus Hypothese I. 


Epoche d. mittleren Länge 








1805 


41» 52' 21" 68 


41" 52' 18" 40 


42" 12' 37" 83 


Mittlere tägliche Bewegimg 


824" 7989 


824" 7983 


823" 5025 


Perihel 


52 18 9,30 


52 18 6,f)6 


52 41 9, 81 


V 


14 12 1, 87 


14 11 59,94 


14 24 27, 49 


Log. der grossen Halbaxe 


0,422 4389 


0,4224392 


0,4228944 


aufsteigender Knoten 


171 7 48, 73 


171 7 49, 15 


171 5 48, 86 


Neigung der Bahn 


13 6 44, 10 


13 6 45, 12 


13 2 37, 50 



Durch Berechnung des heliocentrischen Ortes in der Bahn für die 
mittlere Beobachtung nach dem zweiten Elementen- Systeme wird der Fehler 
im Logarithmus des Radius Vector = 0, der Fehler der Länge in der Bahn 
= 0"03 gefunden. Dieser Ort aber aus dem Systeme nach erster Hypothese 
abgeleitet giebt Irrthum im Logarithmus des Radius Vector = 0,0000002, 
Fehler der -Länge in der Bahn = 1"31. Dm-ch Fortsetzung der Rechnung 
bis zum geocentrischen Orte aber findet sich: 
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Nov. 5 
Dec. 6 
Jan. 15 



Rectascension der 
Sonne. 



Declination der Sonne. 



220°46'44"65 
253 9 23,26 
297 2 51,11 



15"49'43"94 südlich 
22 33 39,45 
21 8 12,98 



J9 



Diese Positionen werden auf den Mittelpunkt der Erde bezogen und 
müssen deshalb durch Anbringung der Parallaxe an den Beobachtungsort 
reducirt werden, da man die Positionen des Planeten von der Parallaxe nicht 
befreien kann. Die bei dieser Rechnung anzuwendenden Rectascensionen des 
Zeniths kommen mit den Rectascensionen des Planeten überein (weil die 
Beobachtungen im Meridiane selbst angestellt sind), die Declination ist aber 
allenthalben die Polhöhe =45" 28'. Damit ergeben sich folgende Zahlen: 



(178) 



1 Rectascension der Erde. 

i 


Declination der Erde. 


Logarithmus der 


Nov. 5 
Dec. 6 
Jan. 15 


40"46'48''51 

73 p 23,26 

117 2 46,09 


15 49'48"69 nördlich 
22 33 42,83 „ 
21 8 17,29 y, 


9,9958375 
9,9933099 
9,9929259 



Die beobachteten Orte der Pallas müssen von der Nutation iind 
der Aberration der Fixsterne befreit werden, und sind dann mit Anbringung 
der Präcession auf den Anfang des Jahres 1806 zu reduciren. Unter diesen 
Titeln müssen daher folgende Verbesserungen an die Beobachtungen ange- 
bracht werden: 





Beobachtung 1. 


Beobachtung 11. 


Beobachtung 111. 


Nutation 

Aberration 

Präcession 


Rectascension. 


Declination. 


Rectascension. Declination. 


Rectascension. 


Declination. 


— 12"86 

— 18,13 
+ 5,43 


3"08 

9,89 

+ 0,62 


13"68 

21,51 

-j- 2,55 


— 3"42 
1,63 

— 0,39 


13"06 

15,60 

1,51 


3"75 
+ 9,76 
— 0,33 


Summe 


— 25,56 ! —12,35 


32,64 


— 4,66 


— 30,17 


+ 5,68 



J 
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In der Berechnung nach Art. 138 wird für l' die Rectascension des 
Punktes ^' angewandt. So findet sich 

log^sin« 8,486 8236« 

logTcos« 9,2848162«. 

Hieraus t= 189*2' 48"83, log 7^= 9,290 2527; ferner <+y' = 279''3'52"02, 

\ogS 9,0110566« 

logrsin(<+y'j . . . 9,2847950«, 
woraus .^'— o = 208" 1'55"64 und a = 4° 50' 53 "32. 

In den Formehi des Art. 140 muss man sin^, sincT, sinJ" für a, h und 
— beibehalten, und ebenso in den Fonueln des Ai-t. 142. Behuf dieser 
Rechnungen hat man dann: 

^'D'—d" = 171" 50' 8"18 logsin . . . 9,152 3306 ' logcos . . . 9,9955759« 

%D'—J =174 19 13,98 8,9954722 9,997 8629 w 

fH"D—J" =172 54 13,39 9,0917972 

3l'Z> — ^'+a= 175 52 56,49 8,856 1520 

%D"—J =173 9 54,05 9,0755844 

^'D"—J'+a= 174 18 11,27 8,996 7978. 

Hieraus erhält man: 

log;« = 0,921 1850, log A = 0,0812057« 

log;«" = 0,811 2762, log^ = 0,031 9691« 

logo =0,109 9088, a = + 1,287 9790 

log6 =0,1810404 

log— = 0,071 1314, woraus log6 = 0,181 0402 wird. Unter 



a 



(180) diesen beiden nahezu gleichen Werthen fUi* b nehme ich den mittlem 
log6 = 0,1810403. Schliesslich entsteht 

logc= 1,045 0296 

d = +0,448 9906 

löge = 9,2102894, 
womit die präliminaren Rechnungen beendigt sind. 

Der Zeitunterschied z\vischen der zweiten und dritten Beobachtung 
beträgt = 39,874409 Tage, zwischen der ersten und zweiten = 30,900 961 
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logr 0,36470 logr' 0,35094 logr" 0,33557 

\ogmiiAl>—^ . . 9,764 62 log8m(<r— z) . . 9,75038 \ogmi{A"iy—^") . . 9,842 20 
Comp, logsin^.... 0,079 18 C. log sin (y.... 0,084 31 Comp, log sin ^' ....0,02932 
logconst 7,75633 logconst 7,75633 logconst ..7,75633 

796483 7,94197 7,96342 

Reduct. der Zeit 0,009222 0,008 749 0,009192 

Damit wird erhalten: 



InterraUe. 



30,901434 
39,873966 



Logarithmen. 



1,4899785 
1,6006894 



Corrigirte Zeiten. 

Nov. 5,564852 
36,466286 
76,340252 

und es werden die verbesserten Logarithmen der Grössen 5-, &" resp. 9,8362708 

und 9,7255599. Beginnt man daher die Berechnung der Elranente aus r', r", 

2/, &, so wird logrj = 0,0031921; sowie aus r, r', 2/", &" kommt 

logV' = 0,001 7300. Daraus logP' = 9,890 7512, log (? = 9,57 12864 und deshalb 

X = + 0,001 4736, ¥=+ 0,009 4574. 

Die Hauptmomente der zweiten Hypothese, wobei ich setze 

a; = logP = 9,890 7512 

3^ = logg— 9,5712864, 

sind folgende: 

lo + a 20' 8' 0"87 

logQcsino) 0,037 3071 

z 21 12 6,09 

logr' 0,3507110 

^ 195 16 59,90 

r 196 52 40,63 

logr 0,3630642 

logr" 0,3369708 

\{u"-{-u) 267 6 10,75 

!(«"—«) —43 39 4,00 

(182) 2/ 22 32 8,69 

2/ 13 154,65 

2/" 9 30 14,38. 
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Die Differenz 0"34 zwischen 2/' und 2/+ 2/" ist so zu verteilen, dass 
2/= 13" 1' 54" 45, 2/"= 9' 30' 14" 24 gesetzt wird. 

Wenn man es der Mühe werth hält, die Verbesserungen der Zeiten hiemit 
von Neuem zu berechnen, so findet sich für die erste Beobachtung 0,009169, 
für die zweite 0,008 742, für die dritte 0,009 236. Also sind die verbesserten 
Zeiten Nov. 5,564905, Nov. 36,466 293, Nov. 76,340280. Damit wird 

log^ 9,8362703 

log^" 9,7255594 

logj? 0,0031790 

logV 0,0017413 

log P'.... 9,890 7268 

logQ' ....9,5710593. 

Auf diese Weise folgt also aus zweiter Hypothese 

Z=— 0,0000244, y=— 0,0002271. 
Für die dritte Hypothese endlich, in der 
X = logP = 9,890 7268 
j, = logQ= 9,571 0593 
gesetzt wird, sind die Hauptmomente der Rechnung: 



(tf + a 20" 8' 1"62 

log^csinto 0,037 0857 

z 21 12 4,60 

logr' 0,3507191 

C 195 16 54,08 

l" 196 52 44,45 

logr 0,3630960 

Die Differenz 0"38 wird so vertheüt, dass 2/=13"l'57"20, 2/'=9'30'10"47*). 

Da die Unterschiede aller dieser Zahlen von den in der zweiten 
Hypothese gefimdenen nur sehr gering sind, so kann man schon sicher an- 
nehmen, dass die dritte Hypothese keiner Verbesserung weiter bedarf, und (i83) 



logr" 0,336 9536 

i(w"4-w) 267° 5'53"09 

i(M"_M)...._43 39 4,19 

2/' 22 32 7,67 

2/ 13 1 57,42 

2/' 9 30 10,63 



*) Diese etwas grössere, in allen drei Hypothesen fast gleiche Differenz ist zom grossten Theiie daraus 
entstanden, dass a ungefähr zwei Hunderttheile der Seconde kleiner als sein richtiger Werth und der Logarithmus 
von h um einige Einheiten grösser, als sein richtiger Werth herausgehracht war. 
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dass mithin eine neue Hypothese überflüssig ist. — Es kann deshalb nun die 
Berechnung der Elemente aus 2/', &\ r, r" begonnen werden, und da die- 
selbe in den oben bereits ausführlich erklärten Operationen enthalten ist, so 
will ich mich begnügen, zur Annehmlichkeit derer, die solche selbständig 
auszuführen wünschen, die Elemente herzusetzen: 

Kectascension des aufsteigenden Knotens im Aequator 158'^40'38"93 

Neigung der Bahn gegen den Aequator 11 42 49,13 

Abstand des Perihels von jenem aufsteigenden Knoten 323 14 56,92 

mittlere Anomalie für die Epoche 1806 335 4 13,05 

mittlere tägliche (siderische) Bewegung 770"2662 

(p 14 9 3,91 

Logarithmus der grossen Halbaxe 0,442 2438 

168. 

Die beiden vorigen Beispiele haben mir keine Gelegenheit geboten, die 
Methode des Art. 120 zu benutzen, denn die successiven Hypothesen convergirten 
so rasch, dass man schon bei der zweiten hätte stehen bleiben können, und 
dass die dritte kaum merklich von der Wahrheit abwich. Man wird sich in 
der That dieses Vortheils stets erfreuen, und sich über eine vierte Hypothese 
hinwegsetzen können, falls die heliocenti-ische Bewegung eine massige ist, und 
die drei Radien Vectoren nicht zu ungleich sind, vorzüglich wenn überdies 
die Zwischenzeiten von einander nur wenig verschieden. Je mehr aber 
diese Bedingungen der Aufgabe unerfüllt bleiben, desto stärker werden die 
supponirten Werthe für P, Q von den waliren differiren, und desto langsamer 
die nachfolgenden Werthe zu den wahren convergiren. In einem solchen 
Falle sind daher die drei ersten Hypothesen so zu erledigen, wie es die 
beiden vorigen Beispiele zeigen (nur mit dem Unterschiede, dass in dritter 
Hypothese nicht die Elemente selbst, sondern, ebenso wie in erster und zweiter, 
die Grösse» ??, ri\ P\ Q\ A\ Y berechnet werden müssen). Dann aber nimmt 
man nicht ferner mehr die Schlusswerthe von P', Ql als neue Werthe für die 
Grössen P, ^ in einer vierten Hypothese, sondern diese werden nach der 
Methode des Art. 120 aus Combination der drei ersten Hypothesen eimittelt. 
Selten wird es dann erforderlich sein, noch zu einer fünften Hypothese nach 
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1805 Sept. 5. 

1806 Jan. 17. 
1806 Mai 23. 



12" 19" 14' 

10 15 2 

9 33 18 



Rectascension. 



Declination. 



95°59'23'10 
101 18 40,38 
121 56 8,97 



22'2r27"08 
30 21 24,20 i 
28 2 47,04 j 



Aus diesen Rectascensionen und Declinationen sind die Längen und 
Breiten abgeleitet mit Anwendung einer Ecliptikschiefe von 23® 27' 55" 90, 
23° 27' 54" 59, 23*^27' 53" 27. Dann sind die Längen von der Nutation befreit, 
welche war resp. +17" 31, +17" 88, +18" 00 und dann auf den Anfang des 
Jahres 1806 redueirt durch Anbringung der Praecession +15" 98, — 2" 39, 
— 19" 68. Endlich sind für die reducirteu Zeiten aus den Tafeln die Sonnen- 
orte genommen, wo bei den Längen die Nutation weggelassen, dagegen die 
(185) Praecession ganz wie an die Längen der Ceres angebracht ist. Die Breite 
der Sonne ist überhaupt vernachlässigt. So entstanden folgende, bei der 
Rechnung anzuwendende Zahlen: 



Zeit 1805 Sept. 


5,51336 


139,42711 


265,39813 


a, a, a 


95''32'18"56 


99" 49' 5"87 


118° 5'28"85 


ß, ß, ß" 


— 59 34,06 


4-7 16 36,80 


+ 7 38 49,39 


l, V, l" 


342 54 56,00 


117 12 43,25 


241 58 50,71 


logÄ, logüT, logiT' 


0,0031514 


9,9929861 


0,0056974 


Die präliminaren Reciinimgen der Ar 


tt. 136 — 140 geben: 


Y, Y' Y 


358" 55' 28"09 


156°52'11"49 


170" 48' 44" 79 


d, <r, d" 


112 37 9,66 


18 48 39,81 


123 32 52,13 


ÄD, AD', AD" 


15 32 41,40 


252 42 19,14 


136 2 22,38 


Ä'D, ÄD, ÄD' 138 45 4,60 


6 26 41,10 


358 5 57,00 


t, f', e" 29 18 8,21 


170 32 59,08 


156 6 25,25 


a= 8° 52' 4" 05 






Joga = 0,184 0193ra a -- 


= —1,527 6340 




log 6 =0,0040987 






logc =2,006 6735 






d =117,508 73 






löge = 


0,856 8244 
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Bezeichne ich nun die drei Werthe für X mit -4, Ä, Ä' und die drei 
Werthe für Y mit 7?, B, E'\ die aus der Division der Grössen AB' — Ä'By 
Ä'B — AB", AB — AB durch ihre Summe entstandenen Quotienten mit k, k, Je', 
so dass man hat k-\-1c -{-F = \, und endlich die Werthe für logP' und logQ' 
in dritter Hypothese mit M und N (welches die neuen Werthe für x, y sein 
würden, wenn man die vierte Hypothese ebenso aus der dritten herleiten 
wollte, wie die dritte aus der zweiten abgeleitet war), so entnimmt man den 
Formeln des Art. 120 leicht, dass der verbesserte Werth von x wird 
= M—k{AJrA')—k!A\ und der verbesserte Werth für y = iV'—Ä:(5'+i?")—A:'B". 
Durch Rechnung ergiebt sich der erste = 0,0256331, der zweite = 0,750 9143. 
Auf diese verbesserten Werthe stütze ich nun die vierte Hypothese, 
deren Hauptmomente folgende sind: 



logr" 0,4062033 

{{u'+u) 262' 57' 38" 78 

{{u—u) 273 29 20,73 

2/ 62 55 16,64 

2/ 31 19 1,49 

2f" 31 36 15,20 



cü + a 7M4'45"247 

logQcsincy 1,209 4284n 

z 7 2 12, 736 

logr 0,413 2817 

^ 160 22 45,38 

r 262 15 3,90 

logr 0,428 2792 

(187) , Die zwischen 2/' und 2/4-2/" auftauchende Differenz 0"05 vertheile 

ich so, dass 2/= 31° 19' r 47, 2/" = 31*^36' 15" 17 gesetzt wird. — Wenn 
nun aus den beiden äussersten Orten die Elemente selbst hergeleitet werden, so 
erhält man folgende Zahlen: 

Wahre Anomalie für den ersten Ort . . . 289" 7'39"75 
Wahre Anomalie für den dritten Ort . . . 352 2 56,39 
Mittlere Anomalie für den ersten Ort ... 297 41 35,65 
Mittlere Anomalie für den dritten Ort. . . 353 15 22,49 

Mittlere tägliche siderische Bewegung 769"6755 

Mittlere Anomalie für Anfang 1806 .... 322 35 52,51 

Winkel cp 4 37 57,78 

Logarithmus der grossen Halbaxe 0,4424661. 

Berechnet man mit diesen Elementen den heliocentrischen Ort für 
die Zeit der mittleren Beobachtung, so findet sich mittlere Anomalie 
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= 326" 19' 25' 72, Logarithmus des Eadius Vector 0,4132825, wahre Anomalie 
= 320" 43' 54" 87. Letztere mtisste von der wahren Anomalie für den ersten 
Ort abstehen um die Differenz 2/", oder von der wahren Anomalie für den 
dritten Ort um 2/ und müsste daher werden = 320" 43' 54" 92 und der 
Logarithmus des Eadius Vector = 0,4132817. Der Unterschied von 0"05 in der 
wahren Anomalie, und von acht Einheiten in dem fraglichen Logarithmus ist 
bedeutungslos. Würde man die vierte Hypothese auf gleiche Weise durch- 
führen wie die drei ersten, so käme X= 0, F= — 0,0000168, woraus die 
verbesserten Werthe von a;, y würden 

X = logP = 0,025 6331 (derselbe wie in vierter Hjrpothese) 
t, = logQ = 0,7508917. 

Wenn auf diese Werthe eine fünfte Hypothese gebaut würde, so würde die 
Auflösung die äusserste Schärfe erlangen, welche die Tafeln nur gewähren; 
aber die hieraus hervorgehenden Elemente würden kaum merklich von denen 
abweichen, welche die vierte Hypothese lieferte. 

Um vollständige Elemente zu haben, erübrigt nur, die Lage der Bahn- 
ebene zu berechnen. Nach Anleitung von Art. 149 kommt 

aus dem ersten Orte ans dem dritten Orte 

g 354" 9'44"22 / 57" 5' 0"91 

A 26156 6,94 ä" 161 1,61 

i 10 37 33,02 10 37 33,00 

Q 80 58 49,06 80 58 49,10 

Distanz des Perihels von Ö . . 65 2 4,47 65 2 4,52 (188) 

Länge des Perihels 146 53,53 146 53,62. 

Im Mittel wird daher i = 10"37'33"01, Q = 80"58'49"08, Perihellänge 
= 146" 0' 53 "57. Endlich die mittlere Länge für den Anfang des Jahres 1806 
= 108" 36' 46" 08. 

160. 

Bei Auseinandersetzung der Methode, welcher die vorangehenden ünter- 
snchnngen gewidmet waren, trafen wir auf einige besondere Fälle, wo sie eine 
Anwendung nicht leidet, wenigstens nicht in der Gestalt, in welcher sie von 
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mir dargelegt ist. Wir sahen, dass dieser Mangel zuerst dann Statt habe, 
wenn einer der drei geocentrischen Orte, entweder mit dem entsprechenden 
heliocentrischen Orte der Erde, oder mit dem entgegengesetzten Punkte 
zusammenfällt (letzterer Fall kann offenbar nur dann eintreten, wenn der 
Himmelskörper zwischen Sonne und Erde durchgeht); zweitens dann, 
wenn der erste geocentrische Ort des Himmelskörpers mit dem dritten 
zusammenfällt; drittens dann, wenn alle drei geocentrischen Orte zu- 
gleich mit dem zweiten heliocentrischen Orte der Erde in demselben grössten 
Kreise liegen. 

Im ersten Falle wird die Lage irgend eines der grössten Kreise AB^ 
Ä B\ Ä' B' unbestimmt bleiben, sowie im zweiten und dritten Falle die Lage 
des Punktes -ß*. — In diesen Fällen verlieren also die vorigen Methoden, 
mittelst deren man, wenn die Grössen P, Q als bekannte angesehen werden, 
aus den geocenti'ischen Orten die heliocentrischen bestimmt, ihre Kraft. Dabei 
mache ich jedoch auf einen wesentlichen Unterschied aufmerksam. Im ersten 
Falle liegt der Fehler lediglich an der Methode, im zweiten und dritten aber 
in der Natur der Aufgabe selbst. Im ersten Falle wird man daher die fragliche 
Bestimmung dennoch bewerkstelligen können, wenn man nur die Methode in 
angemessener Weise ändert; im zweiten und dritten aber ist sie absolut 
unmöglich und die heliocentrischen Orte bleiben dann unbestimmt. Ich will 
diese Relationen mit wenigen Worten entwickeln, aber Alles zu erschöpfen, 
was hiermit zusammenhängt, ist um so weniger nöthig, da in allen diesen 
Specialfällen eine genaue Bahnbestimmung unmöglich ist, wo sie von den 
kleinsten Beobachtimgsfehlem enorm afßcirt werden würde. Derselbe Mangel ist 
auch dann schon fühlbar, wenn die Beobachtungen zwar nicht völlig, aber 
doch recht nahe sich in einem dieser Fälle befinden. Bei der Auswahl der 
Beobachtungen muss man daher dies berücksichtigen, und sich sorgfältig 
hüten, nicht einen Ort anzuwenden, wo der Körper zugleich in der Nachbar- 
schaft des Knotens und der Opposition oder Conjunction verweilt, sowie auch 
nicht solche Beobachtungen, wo der Körper in der letzten Beobachtung nahezu 
an denselben geocentrischen Ort zurückgekehrt ist, den er bei erster Beob- 
achtung inne hatte, und endlich nicht solche, wo der grösste Kreis, welcher 
von dem mittleren heliocentrischen Orte der Erde nach dem mittleren geocen- 
(189) trischen Orte des Himmelskörpers gezogen ist, einen sein- spitzen Winkel mit 
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gesetzt sein soll. Durch ähnliche Betrachtungen wie die des Art, 140 erhält 
man die Gleichung 

^ — ^ Ii"smö"sm{Air-^) + ^ ^ Ä"8in(Z" — Z'— ;i) +^ ' 

Bezeichnet man den Coefficienten von n, welcher im Art. 140 mit a über- 
einkommt, auch hier mit o, und den Coefficienten von nr mit /?, so lässt sich 

(190) a auch hier durch die Formel a = — p// - mf i/ r bestimmen. Man hat 

IC 8m(6 C 7t) 

daher = aw + /9wV'-{-w"; eine Gleichung, durch welche man, wenn man sie 
combinirt mit P = ^, Q= 2{j^^^^ —iy\ erhält: 

^g±^r^+r'' + iQ = 0, 

woraus sich die Distanz r ableiten lässt, wenn niu: ß nicht = ist, in welchem 
Falle daraus nichts Anderes folgen würde , als P = — a. Wenn übrigens 
auch ß nicht = ist (wo man dann auf den dritten, im nachfolgenden Artikel 
zu betrachtenden Fall kommen würde), so wird doch ß stets eine sehr kleine 
Grösse sein, und deshalb P nur wenig von — a sich unterscheiden müssen. 

Hieraus ist aber klar, dass die Bestimmung des Coefficienten — -p^ — sehr 

unsicher wird, und deshalb r sich mit irgend welcher Genauigkeit nicht ableiten 

1.. . i:^ i . wV P+a n'r' P4-a . .., 

lasst. J^ emer hat man = ^ — , — — = ^ — : woraut, ahn- 

lieh wie im Art. 143, leicht folgende Gleichungen entwickelt werden: 

. c. n'r sin/' . ..„ ,,. 

rsm^= — : — rsmU — l) 

^ n sine ^ ^ 



r sm^ = 77- • — — rsmu — l) 



. siny 



rsm{^-Aiy) = r"P^sm{t"-A"I>), 

aus deren Combination mit den Gleichungen VIII und IX des Art. 143 die 
Grössen r, ^, r ', ^" sich bestimmen lassen. Die übrigen ßechnungsoperationen 
kommen mit den oben beschriebenen überein. 
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162. 

Im zweiten Falle, in welchem B' mit B zusammenfällt, wird auch 
D' mit denselben Punkten oder mit dem entgegengesetzten Punkte zusammen- 
fallen. Es werden daher AD — 3 und Ä'D — 8" entweder = oder = 180** 
sein; wonach man aus den Gleichungen des Art. 143 ableitet: 



= + 



sin £ sin (z -{- AD — d') 
sine' R'Bmö" 



sin«" ^myz^Aiy—ö') 
jB sin (T sin «"sin (2 + -4^' — ^) = Pi2"sin(^'sin6sin(2; + ^'Z) — iY). 
Hieraus ist klar, dass z^ unabhängig von Q, allein durch P bestimmbar ist 
(wenn nicht zufällig AD" ^ ÄD oder =-4'Z)+180° ist, wo man auf den 

dritten Fall kommen würde). Hat man aber z gefunden, so wird auch r' be- 

/ / II. 

kannt, und weiter mit Hülfe der Werthe der Grössen , — tt- auch — r und (191) 

' 71 ' 71 71 

-7-. Hieraus endlich auch Q =2(— rH — ? l)r\ — Offenbar lassen sich 

7? ^ VW « / 

dann also P und Q nicht als von einander unabhängige Data betrachten, 

sondern sie stellen entweder nur ein einziges Datum dar, oder incongruirende 

Data. Die Lage der Punkte C, G" bleibt in diesem Falle willkürlich, wenn 

solche nur in demselben grössten Kreise mit C genommen werden. 

Im dritten Falle, wo Ä^ J5, jB', B' in demselben grössten Kreise 

liegen, werden D und D" resp. mit den Punkten B\ B oder mit den 

entgegengesetzten zusammenfallen; woraus sich mittelst Combination der 

Gleichungen VH, VIU, IX des Art. 143 ergiebt P= ^f^^f^.^' = ^f^^^rt . 
c> ' ' o ir 8ind"8m£ ir8in(6 — l) 

In diesem Falle ist daher der Werth für P schon durch die Daten des 
Problems selbst geliefert, und es wird deshalb die Lage der Punkte (7, C\ C" 
unbestunmt bleiben. 

163. 

Die von Art. 136 an auseinandergesetzte Methode ist zwar vorzugsweise 
der ersten Bestimmung einer noch ganz unbekannten Bahn angepasst. Sie 

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. ^^ 
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kann jedoch mit gleich glücklichem Erfolge auch dann benutzt werden, wenn 
es sich mn Verbesserung einer schon sehr nahe bekannten Bahn aus drei, von 
einander, so weit man will, abstehenden Beobachtungen handelt. In einem 
solchen Falle muss man indessen Einiges ändern. Wenn nämlich die Beobach- 
tungen eine sehr grosse heliocentrische Bewegung umfassen, so ist es nicht 

mehr gestattet, — und O-^" als genäherte Werthe der Grössen P, Q zu be- 
trachten. — Man kann vielmehr dann dafür viel genauere Werthe aus den 
sehr nahe bekannten Elementen ableiten. Man berechne daher leichthin ver- 
mittelst dieser Elemente die heliocentrischen Orte in der Bahn für die drei 
Beobachtungszeiten, woraus, wenn man die wahren Anomalien mit v, v\ r", die 
Radien Vectoren mit r, r, r", den halben Parameter mit p bezeichnet, die 
folgenden genäherten Werthe sich ergeben: 

p rBm(v — v) ^ 4r^*8in^(v' —v)sin^{v" — V*) 

^ ~ r"8in(v" — ^)' ^ "~ pcosi(v" — v) * 

Hierauf baue man dann die erste Hypothese, und durch kleine beliebige Aende- 
rungen die zweite und dritte. Denn es würde nicht vortheilhaft sein, hier 
(wie es oben geschehen ist) P' und Q für die neuen Werthe anzunehmen, 
indem sich nicht mehr annehmen lässt, dass man daraus genauere Werthe 
erhalten werde. Durch diese Rechnung lassen sich alle drei Hypothesen 
sehr bequem zugleich erledigen, worauf man dann die vierte nach Vorschrift 
des Art. 120 bildet, üebrigens habe ich nichts dagegen, dass, wenn Jemand 
dafür hält, wie die eine oder die andere der in den Artt. 124 — 129 aus- 
einandergesetzten zehn Methoden in einem solchen Falle, wenn nicht rascher, 
doch beinahe ebenso rasch zmn Ziele führen werde, er dann davon nach 
Belieben Gebrauch mache. 



/ 
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die geocentrischen Längen oder Reetascensionen für die beiden übrigen Beob- 
achtungen. Stimmen diese zufällig mit den beobachteten Orten überein, so 
bedürfen die Elemente keiner weiteren Verbesserimg; wenn nicht, so werden 
die Differenzen X, Y bezeichnet, und man wiederholt wiederum zweimal dieselbe 
Rechnung, indem man die Werthe von a;, y ein klein wenig ändert. So 
erhält man drei Systeme der Werthe für die Grössen x, y und für die 
Differenzen X, F, woraus man nach Vorschrift des Art. 120 verbesserte 
Werthe der Grössen x^ y eniiittelt, denen die Werthe X = 0, Y= ent- 
sprechen. Mittelst einer ähnlichen, auf dies vierte System gestützten Berechnung 
wird man diejenigen Elemente erhalten, durch welche alle vier Beobachtungen 
gehörig dargestellt werden. Uebrigens empfiehlt es sich, wenn man die Auswahl 
in der Gewalt hat, diejenigen vollständigen Beobachtungen beizubehalten, aus 
welchen sich die Lage der Bahn mit der grössten Schärfe bestimmen lässt, 
(193) also die beiden äussersten Beobachtungen, falls sie eine heliocentrische Bewe- 
gung von 90° oder eine kleinere umfassen. Sind die Beobachtungen aber 
nicht von gleicher Güte, so lässt man die Breiten oder Declinationen der- 
jenigen weg, welche man als die weniger genauen im Verdacht hat. 

166. 

Zur ersten Bestimmung einer noch ganz unbekannten Bahn aus vier 
Beobachtungen müssen nothwendiger Weise solche Positionen angewandt werden, 
die eine nicht zu grosse heliocentrische Bewegung umfassen; widrigenfalls man 
die zur bequemen Bildung der ersten Annäherung erforderlichen Hülfsmittel 
entbehren würde. Die sogleich zu erörternde Methode aber erfreut sich einer 
so weiten Ausdehnung, dass sich dazu unbedenklich Beobachtungen benutzen 
lassen, die eine heliocentrische Bewegung von 30 oder 40 Graden umfassen, 
wenn nur die Abstände von der Sonne nicht gar zu ungleich sind. Falls 
man reichliches Material zur Auswahl besitzt, w^ird man wohlthun, die Zeit- 
intervalle zwischen der ersten und zweiten, zweiten und dritten, dritten und 
vierten Beobachtung möglichst gleich zu nehmen. Aber auch in dieser Be- 
ziehung braucht man nicht zu ängstlich zu sein, wie das nachfolgende Beispiel 
zeigen wird, wo die Zwischenzeiten 48, 65, 59 Tage sind, und die heliocen- 
trische Bewegung über 50 Grade beträgt. 
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r, r\ r\ r" dessen Entfernungen von der Sonne, 

(>, q\ g'\ q" dessen Entfernungen von der Erde, 

Z, l\ r\ V" die heliocentrischen Längen der Erde, 

B^ ß^ B\ ß" die heliocentrischen Breiten der Erde, 

jB, R^ R\ R" die Entfernungen der Erde von der Sonne, 

(wOl), {nl2\ (n23), (w02), (wl3) die doppelten Flächen der Dreiecke, 

welche enthalten sind resp. zwischen der Sonne sowie des Himmelskörpers 

erstem und zweitem Orte, zweitem und drittem, drittem und viertem, erstem 

und drittem, zweitem und viertem, 

(^01), (^12), (^23) die Quotienten, welche entstehen aus der Division 

der Flächen y(^^01), y(wl2), \{n2Z) durch die Flächen der entsprechenden 

Sectoren, 

, _ (nl2) p,, _ (nl2) 
^ — (nOl)' ^ ~(n23)' 
^ /(7i 01) + (nl2) \ ,3 n-;_/< (nl2) + (n23) \.,^ 

v= l (^ö2j ^y ' ^ -l M3) v"^ ' 

r, v\ v\ v" des Himmelskörpers Längen in der Bahn von einem 
willkürlichen Punkte an gezählt. 

Endlich bezeichne ich für die zweite und dritte Beobachtung die heliocen- 
trischen Orte der Erde an der Himmelskugel mit -4', Ä\ die geocentrischen 
Orte des Himmelskörpers mit B^ B' und dessen heliocentrischen Orte mit C'y C". 
Unser erstes Geschäft wird nun ganz wie bei der Aufgabe des vor- 
hergehenden Abschnitts (Art. 136) in der Bestimmung der Lage der grössten 
Kreise ÄC'B und Ä'C'B' bestehen, deren Neigungen gegen die Ecliptik ich 
mit /, /' bezeichne. Mit dieser Rechnung verbindet man zugleich die Be- 
stimmung der Bögen AB = <f, Ä'B' = d". Dann ist offenbar: 

r' =|/(pV + 2p i? cos (T + iSri?) 
r" = y(pV + 2p'i?"cos(r' + ür'i?'), 
oder wenn man setzt : Q -{- R cos <f = ar' ; (>"-[- R' cos d" = x-^ jR' sin cT == a ; 
R'^md" = a\ so ist 
(195) r =y{xx-\-dd) 

r = \/{x X -\-a a). 
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(196) oder wenn man noch überher setzt: 






in folgende: 



I. x" = c'+ ^d^ 



1 + 



11. x' = c"+ 



d"{x" + b") 



Q" 
1+ ^ 



(a? ac -f-a a ) 

Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen lassen sich x und x aus d^ b\ c\ d ^ 
Q\ d\ b'\ c\ d\ Q' bestimmen. Man würde zwar, wenn x oder x" hieraus 
eliminirt werden sollte, auf eine Gleichung sehr hohen Grades kommen; 
dennoch aber würden durch indirecte Methoden die Werthe der Unbekannten 
x\ X aus jenen Gleichungen bei ungeänderter Gestalt sich hinreichend rasch 
bestimmen lassen. Gemeiniglich erhält man schon genäherte Werthe der 
Unbekannten, wenn man zuerst Q' und Q' vernachlässigt, nemlich 



X = 



1 — d'd" 



^ — 1 — d'd" 



l~d'd" 



Hat man aber nur erst einen genäherten Werth einer der beiden Unbekannten, 
so bekommt man die genauen, den Gleichungen streng genügenden Werthe 
sehr leicht. Es sei nämlich § ein genäherter Werth von x\ der, wenn er in 
Gleichung (I) substituirt, geben soll x" = §' ; ebenso sollen, wenn x" = I" in 
die Gleichung (IT) substituirt wird, daraus x = X' herauskommen. Man 
wiederhole nun das nämliche Verfahren, indem man für x in (I) einen andern 
Werth : § -^-v einsetzt, woraus x = ^' + v" herauskommeri mag, und dieser 
Werth soll in (II) substituirt geben: x = X' •\'2!J\ Dann wird der ver- 
besserte Werth für od sein = ^H ^,_ ,^ = — WEt^' ^^^ ^^^ ^^^" 

besserte Werth für a;'' = g"' ■[- ^; _ , — . Erscheint es der Mühe werth, so 
mag man mit dem verbesserten Werthe für x und einem andern wenig 
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169. 



Nach Beendigung der Berechnung im vorigen Artikel muss man vor 

Allem den Bogen C C" bestimmen. Dies geschieht am bequemsten, wenn 

man ganz wie im Art. 137 den Einsclmitt D der grössten Kreise ÄC'B^ 

A'C'B' und ihre gegenseitige Neigung b ermittelt. Man findet sodann aus 6, 

C'D = z+B'D und C"D = Z'\-B"D, dm-ch die Formeln in Art. 144, nicht 

nur C'C" = v" — v\ sondei-n auch die Winkel {u^ u)^ unter welchen die 

grössten Kreise ÄB\ Ä'B" den grössten Kreis C'C" schneiden. 

(198) Nach Auffindung des Bogens v" — v erhält man v — v und r aus Com- 

bination der Gleichungen 

. , , , r"9\n(v"—v) 
r^m[v — v) = ^7 

rsm(i; — v-f-v — v) = - -U> -- • tv 

1 -4- — 

und ebenso r" und v" — v" aus folgender Combination: 

r &m[v — V ) = ^7 

n. . f „. n, n .. 1 + P'' r"8in(t;"— u') 

Alle solchergestalt gefundenen Zahlen würden genau sein, wenn man gleich 
im Anfange von den wahren Werthen für P\ P'\ Q\ Q' hätte ausgehen können, 
wo man dann die Lage der Bahnebene ebenso wie im Art. 149 entweder aus 
ÄC^ u und /, oder aus Ä'C'\ u und y' bestimmen würde, und die 
Bahndimensionen entweder aus r, r\ i^ {' und v" — r, oder (was genauer 
ist) aus r, r"\ t^ t" und v" — v. Bei erster Rechnung aber übergehe ich alles 
Dieses und strebe vorzüglicli darnach, mehr genäherte Werthe für die Grössen 
P\ P'\ Q', Q' zu erlangen. Dieses Ziel verfolge ich, wenn ich mittelst der 
Methode, die von Art. 88 an auseinandergesetzt ist, 

aus r, r, v — i?, i — t bestimme: (^01) 
^ r\ r% v—v, i'—i „ (i?12) 

, T\T\rJ"-^\r-i' , (^23). 
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Diese Grössen, sowie die Werthe für r, r\ r\ r'\ cos^iV — v) u. s. w. schalte 
icli in die Formeln III bis VI ein, woraus dann für P\ Q', P", Q' viel 
genauere Werthe als diejenigen resultiren, auf welche die erste Hypothese sich 
stützte. Mit diesen genaueren Werthen bilde man also die zweite Hypothese, 
welche, wenn sie ganz auf dieselbe Weise wie die erste durchgeführt wird, 
noch genauere Werthe für P\ Q\ P'\ Q" liefern und so zur dritten Hypothese 
führen wird. — Dieses Verfahren wird so lange wiederholt, bis die Werthe 
für P\ Q\ P'\ Q' keiner Verbesserung mehr zu bedürfen scheinen, und eine 
häufige Uebung wird bald lehren, dies richtig zu beurtheilen. 

Wenn die heliocentrische Bewegung klein ist, so wird gemeiniglich die 
erste Hypothese jene Werthe bereits genau genug ergeben; falls sie aber einen 
grösseren Bogen umfasst, und wenn überdies die Zwischenzeiten merklich von 
der Gleichheit abweichen, so wird es mehrfach wiederholter Hypothesen 
bedürfen; jedoch erfordern in einem -solchen Falle die ersten H}^othesen (199) 
keine grosse Schärfe der Rechnung. In letzter Hypothese endlich bestimmt 
man die Elemente selbst so, wie bereits gezeigt ist. 

, 170/ 

In erster Hypothese wird man freilich von den unverbesserten Zeiten 
t^ ^, f^ i" Gebrauch machen müssen, da man die Entfernungen von der Erde 
noch nicht berechnen kann. Sobald aber erst genäherte Werthe für die 
Grössen a;', x bekannt sind, so lassen sich auch jene Entfernungen nähe- 
rungsweise bestimmen. Da aber die Formeln für (> und p'" hier etwas ver- 
wickelter ausfallen, so empfiehlt es sich, die Berechnung der Zeiten -Ver- 
besserung bis dahin aufzuschieben, wo man die Werthe für die Entfernungen 
genau genug besitzt, dass keine Wiederholung der Rechnung nöthig ist. 

Es wird deshalb vortheilhaft sein, dies Verfahren auf diejenigen Werthe 
für x^ X zu stützen, zu welchen die vorletzte Hypothese geführt hat, so dass 
erst die letzte Hypothese von dem verbesserten Werthe der Zeiten und der 
Grössen P', P", Q', Q' ausgeht. Hier folgen die zu diesem Zwecke zu be- 
nutzenden Formeln: 
VIL p =ar' — üTcostT 
VIII. e' = a:"— iJ^coscT' 

31* 
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1 I P' 
IX. p cos/?= — jRcos£cos(a — 1)-\ ^^^^^-^r-(p cos/ycos(a — a) 4-^cos5'cos(/ — «)) 

^'(1+73) 

— -p7 ((>" COS /5" cos (a" — a) -|- i?" cos jB" cos (/" — «)) 

X. (.sm/3 =— Äsin^H '^-^^-^{(f'mify -{■ RsmB) — ^,{Q''&mß' +E'sinß') 

P'(l + ^) 

XI. q" cos /?"' = — R" cos 5'" cos (a"' — V") -| *" ■^„ ((»" cos /?" cos (a" — a") + 

R' cos 5" cos («'" — T')) — -pT^ (p' cos ß cos («'" — a)-^R cos JS' cos (a'" — T)) 
XII. (.'" sin ß" = — i?" sin B" + ^ + ^' p- (p" sin^' + Ä" sin 5") 

— p77 (p' sin /?' + i? sin B). 

Die Formeln IX — XII lassen sich ohne Weiteres aus den Gleichungen 1, 2, 3 
des Art. 112 ableiten, wenn man nur die dort angewandten Bezeichnungen 
(200) mit den hier gebrauchten gehörig vertauscht. Offenbar werden die Formeln 
viel einfacher, wenn J5, B\ B' verschwinden. Aus Combination der Formeln IX 
und X erhält man (> und /3, und ebenso aus XI und XII i^" und ßl" . Ver- 
gleicht man die Werthe dieser Breiten mit den beobachteten (die nicht in die 
Eechnmig eingehen), wenn letztere gegeben sind, so wird sich zeigen, mit 
welchem Grade der Genauigkeit man die äussersten Breiten durch die Elemente 
darstellen kann, welche den übrigen sechs Daten angepasst sind. 

171. 

Ein Beispiel zur Erläuterung dieser Untersuchung will ich von der 
Vesta hernehmen, die unter allen neuerdings entdeckten Planeten die kleinste 
Neigung gegen die Ecliptik besitzt.*) 



*) Inzwischen ist diese Neigung (T^^S'j noch bedeutend genug, um mit Sicherheit und Genauigkeit auch 
eine Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen zuzulassen. In der That waren i die ersten Elemente solchergestalt 
aus Beobachtungen abgeleitet, die nur 19 Tage von einander abstanden, und nähern sich schon sehr denen, die 
hier aus vier, um 162 Tage von einander entfernten Beobachtungen bestimmt sind (vergl. v. Zach Monatliclie 
Correspondenz, Band 15, S. 595). 
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Ich wähle die nachstehenden, zu Bremen, Paris, Lilienthal und Mailand, 
von Olbers, Bouvard, Bessel und Oriani angestellten Beobachtungen: 



mittlere Zeit des Beobachtungsorts. 


Eectascension. 


Declination. 


1807 März 30. 12" 33"' 17* 
„ Mai 17. 8 16 5 
, Juli 11. 10 30 19 
„ Sept. 8. 7 22 16 


183"'52'40"8 
178 36 42,3 
189 49 7,7 
212 ÖO 3,4 


ir54'27" nördl. 

11 39 46,8 „ 
3 9 10,1 „ 
8 38 17,0 sUdl. 



Für dieselben Zeiten findet man aus den Sonnentafeln: 



1 Länge d. Sonne vom w„,.n„„ 
i scheinbaren Aequin. Nutahon. 


Abstand von der 
Erde. 


Breite der 
Sonne. 

+ 0"23 


scheinbare Schiefe 
der Ecliptik. 


März 30 9* 21' 59 "5 ! +16,8 


0,9996448 


23"27'50"82 


Mai 17 55 56 20,0 ! -|- 16,2 


1,0119789 


— 0,63 


49,83 


Juli 11 108 34 53,3 +17,3 


1,0165795 


-0,46 


49,19 


Sept. 8 : 165 8 57,1 +16,7 

1 1 


1,006 7421 


+ 0,29 


49,26 



Nun werden die beobachteten Planetenorte, mit Anwendung der schein- 
baren Schiefe der Ecliptik, in Längen und Breiten verwandelt, von der 
Nutation und Fixstern -Aberration befreit, und schliesslich durch Hinwegnahme (201) 
der Präcession auf den Anfang des Jahres 1807 reducirt. Dann werden aus 
den Sonnenorten, nach Anleitung von Art. 7?, die fingirten Orte der Erde 
abgeleitet (um auf die Parallaxe Eücksicht zu nehmen) und die Längen durch 
Hinwegnahme der Nutation und Praecession auf dieselbe Epoche übertragen. 
Endlich werden die Zeiten von Beginn des Jahres gezählt imd auf Pariser 
Meridian reducirt. So sind folgende Zahlen entstanden: 



t, i, f, r 



«, 



C* V m Cm C 

log Ä, Ä*, Jx \ M 



89,505162 

178°43'38"87 

12 27 6,16 

189 21 33,71 

9,999 7990 



137,344502 
174' 1'30"08 

10 8 7,80 

235 56 0,63 

0,005 1376 



192,419502 
187"45'42"23 

6 47 25,51 
288 35 20,32 

0,0071739 



251,288102 
213''34'15"63 

4 20 21,63 
345 9 18,69 

0,0030625. 



Hieraus leitet man ab: 



246 Zweites Buch. Zweiter Abschnitt. 

/ = 168" 32' 41"34; (T = 62' 23' 4"88 ; loga = 9,952 6104 

/'= 173 5 10,68; r= 100 45 1,40; \oga"= 9,9994839 

6' = — 11,009449; x'= — 1,083306; ]ogX =0,0728800; log^' =9,7139702« 

b"=— 2,082036; «"= + 6,322006; log r= 0,0798512«; log;«" = 9,838 7061 

ÄD= 37*17'51"50; Ä'D = 89°24'11"84; f = 9°5'5"48 

B'D = — 25 5 13,38; 5"Z) = — 11 20'49"56. 

Nach Erledigung dieser vorläufigen Rechnungen, nehme ich die erste 
Hypothese in Angriff. Ans den Zwischenzeiten ergiebt sich 

logk{{—i) =9,915 3666 
logk{f — /) = 9,976 5359 
log A:(r— = 0,0054651 
und liieraus die ersten genäherten Werthe 

logP' = 0,061 17; log(14-P') = 0,332 69; logQ' = 9,59087 
log P"= 9,97107; log(14-i"') = 0,286 81; logQ"= 9,68097 
hieraus femer: 

c' = — 7,683 61 ; logd' = 0,046 66 n 
c"= 4- 2,207 71; logd" = 0,12552. 
Mit diesen Werthen ergiebt nach einigen wenigen Versuchen die nachfolgende 
Auflösung der Gleichungen I und II: 

X = 2,04856; z = 23" 38' 17"; logr' = 0,34951 
x"= 1,957 45; 2"= 27 2 0; logr" = 0,341 94. 
Aus z\ z" imd f erhält man C'C" = v" — v = 17° 7' 5"; hieraus v — w, r, 
v" — u", r" mittelst folgender Gleichungen: 
(202) logr sin {v —v) = 9,74942; logr sin {v' — v-\-lT 7' 5") = 0,07500 

}ogr"'sm(v"'—v") = 9,847 29 ; logr"'sin(i'"'— v" -f 17 7 5) = 0,107 33, 
woraus man findet: 

v' — v =14° 14' 32"; logr =0,358 65 
v"'—v"= 18 48 33; logr'"= 0,338 87. 
Endlich findet sich 

log(«01) = 0,00426, log(«12) = 0,005 99, log(«23) = 0,007 11, 
und hieraus die verbesserten Werthe von P\ P", Q', Q' 
log P' = 0,059 44 , log Q = 9,603 74 
log P"= 9,97219, log Q"= 9,695 81. 
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Hierauf stützt man die zweite Hypothese. Ihre Hauptmomente sind 
folgende : 

c = —7,678 20; logd' = 0,045 736 w 
c" = + 2,210 61 ; \ogd"= 0,126 054 
X = 2,033 08 ; z = 23° 47' 54" ; logr' = 0,346 747 
x"= 1,942 90; z"= 27 12 25; logr"= 0,339 373 
C'C" = v" — v==ir8'0" 
v' —V = 14" 21' 36"; logr = 0,354 687 
v'"— v" = 18 50 43 ; logr"' = 0,334 564 

log(n01) = 0,004359; log(wl2) = 0,006 102; log(TO23) = 0,007 280. 
Hieraus erhält man die von Neuem verbesserten Werthe für P', P", Q, Q": 
log P' = 0,059 426 ; log Q' = 9,604 749 
logP"= 9,972 249; logQ"= 9,697 564, 
aus welchen, wenn man zur dritten Hypothese übergeht, folgende Zahlen 
resultiren : 

c = —7,67815; \ogd' = 0,045 729 w 
c" = + 2,21076; log<i"= 0,126082 
X = 2,032 55 ; z = 23" 48' 14" ; logr' = 0,346 653 
x"= 1,942 35; z"= 27 12 49; logr"= 0,339 276 
C"C" = f" — v' = 17"8'4" 
ü'— « =14°21'49"; logr =0,354522 
tj'"- v"=18 51 7; logr'" =0,334290 

log(«01) = 0,004363; log(«12) = 0,006 106; log(«23) = 0,007 290. 
Wenn man jetzt nach Anleitung des vorhergehenden Artikels die Entfernungen 
von der Erde berechnet, so erhält man: 

Q = 1,5635; q" = 2,1319 
log? cos|3 = 0,098 76 ; log q" cos/J'" = 0,428 42 (203) 

log(.sin|S = 9,44252; logQ"'smf = 9,309 05 
ß = 12" 26' 40"; ß'" = 4" 20' 39" 

logp = 0,109 09; logp'" = 0,429 67 
Daraus findet man: 
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Verbesserung der 
Zeiten. 


verbeBserte Zeiten. 


I 
II 

UI 
IV 


0,007 335 
0,008 921 
0,012165 
0,015346 


89,497827 
135,335581 
192,407337 
251,272756 



Hieraus erhält man folgende abermals verbesserte Werthe: 

log P' = 0,059 415 , logQ' = 9,604 782 
logP"= 9,972 253, \ogQ"= 9,697687. 

Wenn man endlich auf diese neuen Werthe eine vierte Hypothese stützt, 
so ergeben sich folgende Zahlen: 

c = — 7,678116; logd' = 0,045 723« 

c" = + 2,210773; logrf"= 0,126084 

x = 2,032 473 ; z = 23" 48' 16"7 ; logr' = 0,346 638 

x"= 1,942281; z"= 27 12 51,7; logr" = 0,339 263 

v" — v'==ir 8' 5"1; i(tt" + w') = 176°7'50"5; |(«"— m') = 4'33'23"6 

V —V = 14 21 51,9; logr = 0,354503 

ü'"— w"= 18 51 9,5; log r"'= 0,334263. 

Diese Zahlen weichen von denen der dritten Hypothese so wenig ab, dass 
man bereits mit Sicherheit zur Bestimmung der Elemente selbst übergehen 
kann. Zuerst ei-mittelt man die Lage der Bahnebene. Nach Anleitung 
des Art. 149 findet sich aus /, u' und ÄC = S" — z\ die Neigung der 
Bahn =7"8'14"8, Q = 103''16'37"2, Argument der Breite in zweiter Beob- 
achtung = 94" 36' 4"9, daraus Länge in der Bahn = 197°52'42"1. Ebenso 
aus /', u" und Ä'C" = ^—z" die Neigung der Bahn = 7° 8' 14" 8, 
Q = 103''16'37"5, Argument der Breite in dritter Beobachtung = lll''44'9"7, 
und daraus Länge in der Bahn = 215''0'47"2. Damach wird Länge in der 
Bahn für die erste Beobachtung = 183° 30' 50" 2, für die vierte Beobachtung 
233"51'56"7. Bestimmt man, nun aus f'—t, r, r" und y"— w = 50°21'6"5 
die Dimensionen der Bahn, so erhält man: 
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Bestimmung einer Bahn^ die den Beobachtungen^ so yiele man ihrer hat, sich 

mogliehst genau anschliesst. 

172. 

Wenn die astronomischen Beobachtungen und die übrigen Zahlen, auf 
welche die Bahnberechnung sich stützt, einer absoluten Genauigkeit sich 
erfreuten, so würden auch die Elemente, mag man sie nmi aiLs drei oder 
aus vier Beobachtungen herleiten, sogleich absolut genau herauskommen 
wenigstens so lange man voraussetzt, dass die Bewegimg genau nach den 
Kepler 'sehen Gesetzen vor sich geht) und sie könnten daher durch Hinzu- 
nahme anderer mid wieder anderer Beobachtungen nur bestätigt, nicht verbessert 
werden. Da aber alle unsere Messungen und Beobachtungen nichts als An- 
näherungen an die Wahrheit sind, und dasselbe von allen darauf gestützten 
Rechnungen gelten muss, so muss das höchste Ziel aller über concrete Er- 
scheinungen angestellter Rechnungen darin gefunden werden, der Wahrheit so 
nahe als möglich zu kommen. Dies kann aber in keiner anderen Weise 
geschehen, als durch eine geeignete Combination von mehr Beobachtungen, 
als absolut zur Bestimmung der unbekannten Grössen erforderlich sind. Diese 
Arbeit lässt sich jedoch erst dann unternehmen, wenn man bereits eine 
genäherte Kenntniss der Bahn besitzt, welche dann so zu verbessern ist, dass 
sie allen Beobachtungen so nahe als möglich entspricht. Scheint nun auch 
dieser Ausdruck etwas Unbestimmtes zu enthalten, so werde ich doch unten 
die Grundsätze abhandeln, durqli welche das Problem einer gesetzmässigen 
und methodischen Lösung unterworfen wird. 

Die höchste Genauigkeit zu erstreben, kann nur dann der Mühe werth 
erscheinen, wenn gleichsam die letzte Hand an die Bahnbestimmung zu legen 
ist. So lange dagegen Hoffnung vorhanden ist, dass bald neue Beobachtungen 
zu neuen Verbesserungen Gelegenheit geben werden, so empfielilt es sich, nach 
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(J, (T, d'\ d"' u. s. w. von den wahren Abweichungen der Elemente nur um 
so viel verschieden sein, als die Beobachtungen selbst fehlerhaft sind. Wenn 
es daher gestattet ist, jene Abweichungen für alle fraglichen Beobachtungen 
als constante zu beti-achten, so werden die Grössen d, &, ö"^ d"' u. s. w. eben 
so viele verschiedene Bestimmungen der nämlichen Grösse darstellen, für deren 
verbesserten Werth man^ daher das arithmetische Mittel unter jenen Bestimmungen 
wählen wird, so lange kein Grund da ist, weshalb man der einen oder der 
anderen Bestimmung einen Vorzug geben wollte. Lässt sich aber den ein- 
zelnen Beobachtungen nicht derselbe Genauigkeitsgrad beimessen, so wollen 
wir annehmen, dass bei den einzelnen der Genauigkeitsgrad resp. proportional 
zu schätzen sein sollte den Zahlen e, c', c", e" u. s. w., d. h. die diesen Zahlen 
gegenseitig proportionalen Irrthümer haben bei den Beobachtungen gleich leicht 
begangen werden können. Dann wird nach den weiter unten abzuhandelnden 
Grundsätzen der mittlere wahrscheinlichste Werth nicht mehr das einfache 
arithmetische Mittel sein, sondern 

_ eeöJ^e' e' 6' -f e" e" 6" + e'" e'" ö'" -f etc. 
— e e -f e' e' -f e" e" + e'" e'" -f ^t^: ' 

Setzt man nun diesen mittleren Werth = ^, so wird man für die wahren 
Rectascensionen annehmen dürfen, resp. a-f-J — J, a-f-cT — ^, a-^-d" — ^, 
a'-^-d'" — ^, und dann wird es willkürlich sein, welche man zur Rechnung 
benutzt. Wenn aber entweder die Beobachtungszeiten einen zu grossen Abstand 
von einander haben, oder wenn man noch keine hinreichend genäherte Bahn- 
elemente kennt, so dass es nicht gestattet ist, deren Abweichungen als 
constante für alle Beobachtungen anzusehen, so kann hieraus offenbar keine 
andere Differenz hervorgehen, als dass man die so gefundene mittlere 
Abweichung nicht sowohl als eine allen Beobachtungen gemeinsame ansehen 
(207) darf, als vielmehr als eme auf eine gewisse mittlere Zeit zu beziehende 
(welche letztere ebenso aus den einzelnen Zeitmomenten abgeleitet werden 
muss, wie ^ aus den einzelnen Abweichungen) und daher im allgemeinen 
auf die Zeit: 

_ g ^ ^ + g' g' ^ + e'' e!' f + e'" e'" t'" + etc. 
— e e -f e' e' + e" e" -f e'" e'" -f etc. ' 

Will man daher den höchsten Grad von Genauigkeit erstreben, so muss man 
für dieselbe Zeit den geocentrischen Ort aus den Elementen berechnen, der 
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dann von dem mittleren Fehler J befreit wird, lun die Position so genau als 
möglich herauszubringen. Gemeiniglich jedoch wird es völlig ausreichen, den 
mittleren Fehler auf die der mittleren Zeit nächste Beobachtung zu beziehen. 
Was hier über Rectascensionen gesagt ist, gilt ebenso für die Declinationen, 
oder, wenn man lieber will, für Längen und Breiten. Es ist jedoch stets 
empfehlenswerth, unmittelbar die aus den Elementen gerechneten Rectascensionen 
und Declinationen mit den beobachteten zu vergleichen. Auf diese Weise hat 
man nämlich nicht nur den Vortheil einer rascheren Rechnung, vorzüglich bei 
Benutzung der Methoden in den Artt. 63 — 60, sondern es empfiehlt sich dies 
auch in dem Betracht noch überher, weil man dabei auch die unvollständigen 
Beobachtungen benutzen kann, und weil ausserdem, falls Alles auf Längen und 
Breiten bezogen würde, zu besorgen stände, dass eine Beobachtung, die in 
Beziehung auf Rectascension richtig, auf Declination aber schlecht angestellt 
ist (oder umgekehrt) von beider Seite verschlechtert und so gänzlich un- 
brauchbar würde. Im Uebrigen wird der Genauigkeitsgrad, der dem so 
gefundenen Mittel nach den gleich zu erörternden Grundsätzen beizulegen ist, 
gleich sein = J/(6 6-{-e'e -(-6'e"-f-e'"e'"-(- etc.), so dass vier oder neun gleich 
genaue Beobachtungen erforderlich sind, wenn sich das Mittel der doppelten 
oder dreifachen Schärfe erfreuen soll u. s. w. 



174. 

Wenn die Balm eines Himmelskörpers nach den Methoden der vorher- 
gehenden Abschnitte aus drei oder vier solchen geocentrischen Orten bestimmt ist, 
von denen jeder einzelne nach Anleitung des vorhergehenden Artikels aus mehren 
Beobachtungen gebildet worden, so wird eine solche Bahn unter allen diesen 
Beobachtungen gleichsam das Mittel halten, und es wird bei den Unterschieden 
zwischen den beobachteten und berechneten Orten kein Anzeichen einer Gesetz- 
mässigkeit zurückbleiben, welches sich durch Verbesserung der Elemente 
beseitigen oder merklich vermindern Hesse. Wenn der ganze vorhandene 
Vorrath an Beobachtungen keinen zu grossen Zeitraum umfasst, so lässt sich 
auf diese Weise die erwünschteste Uebereinstimmung der Elemente mit sämmt- 
lichen Beobachtungen erreichen, wenn anders die drei oder vier Normalorte 
geschickt ausgewählt sind. Bei Bestimmung der Bahn von Cometen und 
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neuen Planeten, deren Beobachtungen über ein Jahr noch nicht hinausgehen, 
lässt sich von diesem Umstände gemeiniglich so viel Vortheil ziehen, als die 
Natur der Sache erlaubt. Falls daher die zu bestimmende Bahn im beträcht- 
lichen Winkel gegen die Ecliptik geneigt ist, so stütze man sie in der Regel 
(208) auf drei Beobachtungen, welche man so entfernt wie möglich von einander 
auswählt. Sollte man aber auf diese Weise zufällig auf einen der oben 
(Art. 160 — 162) ausgeschlossenen Fälle gerathen, oder die Neigung der Bahn zu 
klein erscheinen, so ist die Bestimmung aus vier Positionen vorzuziehen, die 
man ebenfalls so entfernt wie möglich von einander nimmt. 

Sobald aber bereits eine längere, mehre Jahre umfassende Reihe von 
Beobachtungen vorhanden, so lassen sich daraus mehre Normalorte herleiten, 
und man würde daher nicht die gi'össte Genauigkeit erreichen, wenn man 
davon zur Bahnbestimmung nur drei oder vier Orte herausnähme und alle 
übrigen vernachlässigte. Man wird sich vielmehr in einem solchen Falle, 
wenn die höchste Schärfe erreicht werden soll, die Mühe geben, so viel ausge- 
suchte Positionen als möglieh zu sammeln und nutzbar zu machen. Es werden 
daher dann mehr Daten vorhanden sein, als zur Bestimmung der Unbekannten 
erforderlich sind. Alle die fraglichen Daten aber werden Irrthümem, wenn 
auch nur kleinen, untei-worfen sein, so dass es im Allgemeinen unmöglich ist, 
allen ganz vollständig zu genügen. Da nun kein Grund vorliegt, weshalb 
man von diesen Daten diese oder jene sechs als absolut genau betrachten 
sollte, sondern man vielmehr nach den Grundsätzen der Wahrscheinlichkeit 
annehmen muss, dass bei allen ununterschiedlich grössere oder kleinere Irrthümer 
gleich möglich seien, und da, im Allgemeinen gesprochen, kleinere Irrthümer 
häufiger begangen werden als grössere, so ist es oflfenbar, dass eine solche 
Bahn, die zwar sechs Daten vollständig genau entspricht, von den übrigen 
aber mehr oder weniger abweicht, für eine mit den Grundsätzen der Wahr- 
scheinlichkeits- Rechnung weniger übereinstimmende zu halten sei,, als eine 
andere, die, während sie auch mit jenen sechs Daten um eine Kleinigkeit dis- 
harmonirt, eine desto bessere Uebereinstimmung mit den übrigen Daten gewährt. 
Die Erforschung einer Bahn, die im strengen Sinne die grösste Wahrschein- 
lichkeit für sich hat, wird von der Kenntniss des Gesetzes abhängen, nach 
welchem die Wahrscheinlichkeit der wachsenden Fehler abnimmt. Dieses 
hängt aber von so viel unbestimmten und zweifelhaften — auch physiologischen — 
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Betrachtungen ab, die sich der Rechnung entziehen, dass man das desfallsige 
Gesetz wohl kaum je in irgend einem Falle der praktischen Astronomie 
gehörig anzugeben vermag. Nichtsdestoweniger ist die Erforschung des Zu- 
sammenhanges zwischen diesem Gesetze und der wahrscheinlichsten Bahn, 
welche wir jetzt in grösster Allgemeinheit unternehmen wollen, keineswegs 
als eine unfruchtbare Speculation zu erachten. 

175. 

Zu diesem Zwecke will ich von unserer besondem Aufgabe zu einer 
ganz allgemeinen und bei jeder Anwendung der Rechnung auf Natur- 
Philosophie höchst fruchtbaren Untersuchung übergehen. Es seien V, V\ 
V" u. s. w. Functionen der Unbekannten /?, q^ r, s u. s. w., ^i die Anzahl dieser 
Functionen, v die Anzahl der Unbekannten, und ich setze voraus, dass durch 
unmittelbare Beobachtungen die Werthe der Functionen gefunden seien 
V = M^ V = M\ V" = AI" u. s. w. Allgemein gesprochen wird daher die 
Entwickelung der Werthe der Unbekannten ein unbestimmtes, ein bestimmtes, (209) 
oder ein mehr als bestimmtes Problem bilden, je nachdem f^<CVj f^ = ^} l^>^*)' 
Hier wird allein von dem letzten Falle die Rede sein, in welchem offenbar 
eine genaue Darstellung sämmtlicher Beobachtungen nur dann möglich wäre, 
wenn letztere alle absolut fehlerfrei wären. Da das nun aber in der Natur 
der Dinge nicht Statt findet, so wird jedes System von Werthen für die Un- 
bekannten Pf q^ r, s als möglich zu halten sein, aus welchem Werthe der 
Functionen V — M^ V — M\ V" — M" entstehen, die nicht grösser sind, als 
die Grenzen der Fehler, welche bei jenen Beobachtungen begangen werden 
konnten. Dies ist jedoch keineswegs so zu verstehen, als ob diese ein- 
zelnen möglichen Systeme sich eines gleichen Grades der Wahrscheinlichkeit 
erfreuten. 



•) Wenn im dritten Falle die Functionen F, V\ V** etc. so angethan wären, dass man daron 
^•\- \ — V oder mehre als Functionen der übrigen ansehen könnte, so würde das Problem in Betiehung auf diese 
Functionen ebenfalls ein mehr als bestimmtes, in Beziehung auf die Grössen p, q^ r, s etc. aber ein unbestimmtes 
sein , deren Werthe sich auch dann nicht einmal bestimmen Hessen, wenn die Werthe der Functionen F, F', 
V" etc. absolut genau gegeben wären; aber diesen FaU sohliesse ich von der Untersuchung aus. 
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Ich nehme zuerst an, dass nach dem Stande der Dinge bei allen Beob- 
achtmigen kein Grund vorliegt, die eine für minder genau als die andere zu 
halten, und dass mithin gleich grosse Fehler bei den einzelnen gleich wahr- 
scheinlich sind. Die irgend einem Irrthume ^ beizulegende Wahrscheinlichkeit 
wird durch eine Function von ^ ausgedrückt, die ich mit if^ bezeichne- 
Wenn man nun auch diese Function nicht genau anzugeben vermag, so lässt 
sich doch wenigstens das behaupten, dass ihr Werth ein Grösstes sein müsse, 
wenn ^ = , dass er gemeiniglich ein gleicher sei für gleiche entgegenge- 
setzte Werthe von ^, und dass er endlich verschwinde, wenn für ^ der grösste 
Irrthum oder ein grösserer Werth angenommen wird. Eigentlich muss daher 
(p/l zu der Gattung der discontinuirlichen Functionen gezählt werden, und 
wenn man es sich erlaubt, an ihrer Statt zum praktischen Gebrauche eine 
analytische Function zu substituiren, so muss diese so angethan sein, dass sie 
beiderseits von /l = gleichsam asymptotisch zu Null convergirt, so dass sie 
über jene Grenze hinaus als wahrhaft verschwindend angesehen werden kann. 
Es wird ferner die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler innerhalb der Grenzen^ 
J und z/-f"d^ (welche um den unendlich kleinen Unterschied (iJ von einander 
entfernt sind) liege, ausgedrückt durch cpJ.d^'^ und daher wird im Allge- 
meinen die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler innerhalb D und D' liege, 

dargestellt durch das Integral iipJ.dJ (in der Ausdehnung von J = D bis 

zu ^ = D'). Dies Integral muss von dem grössten negativen Werthe von z/ 
bis zum grössten positiven Werthe, oder allgemeiner von J = — oo bis zu 
^ = -f-oo genommen, nothwendig gleich Eins werden. 

Nimmt man daher an, dass irgend ein bestimmtes Werthsystem für die 
Grössen p, q^ r, s Statt habe, so wird die Wahrscheinlichkeit, dass für V aus 
der Beobachtung der Werth M sich ergeben werde, ausgedrückt durch 
(p{M — F), indem man in V für p, g, r, s ihre Werthe substituirt; ganz 
(210) ebenso werden durch (p{M' — F'), (p{M"— V") etc. die Wahrscheinlichkeiten 
ausgedrückt, dass aus den Beobachtungen die Werthe M\ M" etc. für die 
Functionen F', V" sich ergeben werden. Da man nun allerdings alle 
Beobachtungen als von einander unabhängige Begebenheiten betrachten kann, 
so drückt das Product 

^(M— V) . ip{M'— V) . <p{M"— V") etc. = i2 
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T ; ferner war vor Bekanntwerden des Erfol- 



ffes die Wahrscheinlichkeit der Hypothese 11=^ — ~. 1 — rn— ''n — v—i — Tr\ nach- 

dem aber der Erfolg bekannt geworden (wobei die Fälle w, li^ ri' aus der 
Zahl der Möglichkeiten ausscheiden), wird die Wahrschehiliclikeit derselben 

Hypothese sein = - -, — , ■ — rr. Ebenso wird die Wahrscheinlichkeit der 

Hypothese Il\ vor und nach dem Erfolge, resp. auszudrücken sein durch: 

und — -p — Tjr — TT* Weil daher bei den Hypothesen 



ni^yi 



m -\-n-\- m' -f- w' -[- wi" -|" li' "**"■* m -|- ?«' -{- m 
fi^ und Ä' vor Bekanntwerden des Erfolges dieselbe Wahrscheinlichkeit voraus- 
gesetzt ist, so wird m-^-n = uri -{- n^ woraus die Wahrheit des Theorems von 
selbst folgt. 

Insoweit man nun voraussetzt, dass ausser den Beobachtungen V = M^ 
V = M\ V" = M" etc. keine andere Daten zur Bestimmung der Unbekannten 
vorhanden seien, und dass daher vor jenen Beobachtungen alle Systeme der 
Werthe dieser Unbekannten gleich wahrscheinlich gewesen seien, so wird 
oftenbar die Wahrscheinlichkeit irgend eines nach Anstellung jener Beobach- 
tungen bestimmten Systems dem 12 proportional sein. Dies ist so zu verstehen, 
dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Werthe der Unbekannten resp. 
zwischen den unendlich nahen Grenzen /> und Jt?-f-dp, q und <7 + dg', r und 
r-f-dr, s und 5-f-d5 etc. liegen, ausgedrückt sei durch AßdpdrydrdÄ etc., 
wobei X eine constante, von /?, q, r, s etc. unabhängige Grösse ist: und zwar wird 

offenbar — der Werth des Integrals der v^^"" Ordnung | i2d/?dg^drd^ , 



260 Zweites Buch. Dritter Abschnitt. 

80 wird allgemein sein müssen (p(M — jp) + 9?'(il/' — p)'\'(f){M" — p)+ etc. = 0, 

wenn für p der Werth — (3/+ ^' + M* + etc.) substituirt wird, welches positive 

Ganzes nun auch durch /v ausdrückt sein mag. Setzt man daher voraus M' = 
M" = etc. = M — i^iN^ so wird allgemein, d. h. für jeden ganzen positiven Werth 
für /v, sein ^'(/y — lj^=:(l — /^)y/( — N\ woraus man leicht sieht, dass allgemein 

eine constante Grösse sein müsse, welche ich mit k bezeichnen will. 

Hieraus wird logy-^ = y&^-^+ Const., oder wenn man die Basis der hyper- 
bolischen Logarithmen mit e bezeichnet und die Constante = log;f setzt, 

(pj z= xe 

Femer sieht man leicht ein, dass k nothwendig negativ sein müsse, damit S2 
in der That ein Grösstes werden könne, weshalb wir setzen ^k = — M; und 
da vermittelst des eleganten, zuerst von Laplace*) gefundenen Theorems das 

d-^, von ^ = — oo bis zu z/ = -f-c», wird = -^— (wobei 

JT den halben Kreisumfang für den Radius = 1 bezeichnet), so wird unsere 
Function werden: 

h —hhJJ 



178. 

Die so eben ermittelte Function kann zwar nicht in aller Strenge die 
Wahrscheinlichkeiten der Fehler ausdrücken; denn da die möglichen Felder 
(213) stets in gewisse Grenzen eingezwängt sind, so müsste die Wahrscheinlichkeit 
grösserer Fehler immer == herauskommen, während unsere Formel stets 
einen begrenzten Werth darstellt. Dennoch aber ist dieser Mangel, an welchem 
jede analytische Function iluer Natur nach laboriren muss, für jeden praktischen 



Integral e 



*) In V. Zach „Monatliche Correspondcnz^ Band 21, S. 280 äossert Ganss: „Dass Euler schon das 
Theorem gefunden hat, woraus der schöne, von mir Laplace beigelegte Lehrsatz sehr leicht abgeleitet werden 
kann, fiel mir selbst schon früher ein, als aber die Stelle S. 212 schon abgedruckt war; ich wollte es aber nicht 
unter die Errata setzen, weil Laplace wenigstens das obige Theorem doch erst in der dort gebrauchten Form 
aufgestellt hat.** Anmerkung de* Ueber^etzer». 
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beobachteten und berechneten Functionenwerthen F, V\ V" etc. die kleinste Summe 
geben, wenn nämlich bei allen Beobachtungen derselbe Grad der Genauigkeit 
zu präsumiren ist. 

Dieser Grundsatz, welcher bei allen Anwendungen der Mathematik auf 
die Natur -Philosophie ausserordentlich häufig benutzt wird, muss allenthalben 
an Stelle eines Axioms mit demselben Rechte gelten, mit welchem das arith- 
metische Mittel unter mehren beobachteten Werthen derselben Grösse als der 
wahrscheinlichste Werth angenommen wird. 

(214) Auf Beobachtungen von ungleicher Genauigkeit lässt sich dies Princip 

nun ohne Weiteres ausdehnen. Wenn nämlich das Maass der Genauigkeit der 
Beobachtungen, wodurch V= M^ V = M\ V"= M" etc. gefunden ist, respective 
ausgedrückt wird mit ä, ä', ä" etc., d. h. wenn man voraussetzt, dass Fehler, die 
diesen Grössen gegenseitig proportional, bei den fraglichen Beobachtungen 
gleich leicht haben begangen werden können, so ist dies offenbar dasselbe, als 
wenn durch Beobachtungen von gleicher Genauigkeit (deren Maass = 1 ist) 
die Functionen werthe äF, 1iV\ K'V" etc. unmittelbar gefunden wären = hM^ 
KM\ K'M" etc.; weshalb das wahrscheinlichste Werthsystem für die Grössen 
Pi 9i ^? ^ etc. dasjenige sein wird, wo die Summe hhtw -{- h'h'v v -^-^'h^vv" -^ eto. 
d. h. wo die Summe der Quadrate der Unterschiede zuxischen den thatsächlich 
beobachteten und den berechneten Werthen mit den Zahlen multiplicirt, die den 
Grad der Genauigkeit messen, eiri Kleinstes wird. Auf diese Weise ist es nicht 
einmal nöthig, dass die Functionen F, F', V" etc. auf homogene Grössen sich 
beziehen, sondern sie können auch heterogene (z. B. Bogen -Secunden und 
Zeit-Secunden) darstellen, wenn sich nur das Verhältniss der Fehler, die bei 
den einzelnen gleich leicht begangen werden konnten, schätzen lässt. 



180. 

Das im vorangehenden Artikel auseinandergesetzte Princip empfiehlt 
sich auch in dem Betracht, dass die numerische Bestimmung der Unbekannten 
auf eine sehr rasche Berechnung sich zurückführen lässt, wenn die Functionen 
F, F', F" etc. lineare sind. Ich nehme an, es sei 
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V — M = V = — m-f-op + ftg'-j-cr-f-cfo-f" ^tc. 
V — M' = V = —ni-j-ap + b'q-{'Cr^d's-{' etc. 
V"—M"= v'= _m" + a> + 6"g + cV + d"^+etc. 
etc. 

und man setze av -j- av + ö^'V' + etc. = P 

bv + 6V -f- b"v' + etc. = Q 
cv + cv -f- c'v" -{- etc. = B 
dv^dv+dV+ etc. =S 
etc. 

Dann werden die v Gleichungen des Art. 177, aus welchen man die Werthe 
der Unbekannten bestimmen muss, offenbar folgende sein: 
P=0, ^ = 0, R = 0, S=0 etc. 
wenn nämlich die Beobachtungen als gleich gut angenommen werden, auf 
welchen Fall man die übrigen zurückführen kann, wie im vorhergehenden 
Artikel gezeigt ist. Es sind daher eben so viele lineare Gleichungen vor- 
handen, als Unbekannte zu bestinmien sind, woraus man deren Werthe durch 
gewöhnliche Elimination herleitet. 

Wir wollen nun sehen, ob diese Elimination immer möglich ist, oder 
ob jemals eine unbestimmte oder sogar unmögliche Lösung sich ergeben kann. 
Aus der Theorie der Elimination ist bekannt, dass der zweite oder dritte Fall (215) 
dann Statt finden werde, sobald aus den Gleichungen P = 0, Q = 0, -ß = 0, 
S=0 etc., bei Auslassung von einer, eine Gleichung entstehen kann, die entweder 
identisch mit der ausgelassenen ist, oder ihr widerstreitend, oder, was auf 
dasselbe herauskommt, wenn sich eine lineare Function aP-|"/^Q + 7^ + ^^+ ^^c. 
angeben lässt, die entweder identischer Weise = ist, oder wenigstens frei von 
allen Unbekannten /?, q^ r, s etc. Nehmen wir daher an, es werde aP-^ 
l3Q-{'yR-}'dS-\- etc. = ;i. Von selbst hat man die identische Gleichung 
(.y ^m)v + (v + m) V + {v" + m") v + etc. = pP+ ^Q + ^Ä + 5a5+ etc. 
Nimmt man also an, dass durch die Substitutionen /? = glx, q = /Jx, r = yx^ 
s =1 dx etc. die Functionen v, v\ v" etc. respective übergehen in : — m-^-lx^ 
— m-\-)!x^ — m -\-i!'x etc., so hat man offenbar die identische Gleichung 

{IX -j- i^i! -[- Ü'l" J^ etc.) XX — {Im -f- }!in + X'in -f- etc.) x = xx^ 
d. h. es wird AA -f- iX + A'T' -j- etc. = 0, 7C-\-l,m-\-i!in -^Ü'm '\- etc. = 0; dar- 
nach wird aber nothwendig sein müssen A = 0, i' = 0, i" = etc. und x = 0. 
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Daraus ist klar, dass alle Functionen F, V\ V" etc. so beschaffen sind, dass 
ihre Werthe sich nicht ändern, wenn die Grössen p, q^ r, s etc. Vermeh- 
rungen oder Verminderungen erleiden, die den Zahlen a, /?, y, J etc. pro- 
portional sind. Ich habe aber schon oben erwähnt, dass derartige Fälle nicht 
hierher gehören, in welchen die Bestimmung der Unbekannten offenbar auch 
dann nicht einmal möglich ist, wenn auch die wahren Werthe der Func- 
tionen F, V\ V" etc. gegeben sein sollten. 

Uebrigens kann man auf diesen liier betrachteten Fall alle übrigen, 
wo dife Functionen F, F', F" etc. keine linearen sind, leicht reduciren. 
Bezeichnet man nämlich mit jt, /, p, a etc. genäherte Werthe für die 
Unbekannten p, q^ r, s etc. (welche man leicht ableiten kann, wenn aus ^ 
Gleichungen V =^ M^ F' = M\ V" = M" etc. zuerst nur v benutzt werden) 
und führt man dann an Stelle der Unbekannten andere ein: />', q^ r, s etc. 
und setzt p = ^-{-p^ 9 = / + ?? r = p-f-r, 5 = a-|-^' etc., so werden 
offenbar die Werthe dieser neuen Unbekannten so klein sein, dass man ihre 
Quadrate und Producte vernachlässigen kann, wodurch die Gleichungen von 
selbst als lineare herauskommen. Sollten sich dann bei der absoluten Rech- 
nung wider Erwarten so grosse Werthe für die Unbekannten p\ q\ r\ s etc. 
ergeben, dass man nicht mit voller Sicherheit deren Quadrate und Producte 
hätte vernachlässigen dürfen, so wird eine Wiederholung des Verfahrens 
(wobei man an Stelle von jt, /, p, a etc. die verbesserten Werthe für p^ 9, 
r, s etc. setzt) eine leichte Abhülfe gewähren. 

181. 

Falls daher nur eine Unbekannte p da ist, zu deren Bestimmung man 
die Functionenwerthe op-f-w, a/?-}-w', a'p-^n" etc. respective gefunden hat 
(216) = if, M\ M" etc. und zwar durch gleich genaue Beobachtungen, so wird der 
wahrscheinlichste Werth für p sein 

am -|- aW -|- ö"w" -f- etc. . 

— aa + aV 4- aV'+ etc. ^ ^' 

wobei man m, w, m etc. schreibt resp. für M — n, M' — n^ M" — n etc. 

Um nun den Grad der bei diesem Werthe zu präsumirenden Genauig- 
keit zu schätzen, so nehme ich an, dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers d 
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bei den Beobachtungen ausgedrückt sein soll durch -ry — e . Demnach 

\Ndrd die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Werth für p sei = A-\'p\ 
proportional sein der Function 

— ÄÄ((ap — m)3i -^(a'p^my -|_(a"p — m")« -f etc.) 
ß ' 

wenn für p substituirt wird A-{-p. Der Exponent dieser Function lässt sich 
auf die Form bringen — hh (aa + ao! 4- o!'(^" + etc.) {pp — 2p A + J5) , wo B 
von p unabhängig ist; es wird deshalb die Function selbst proportional 
sein: 

— hh (cuk -f- a'a' -{- a*'a'' -f- etc.) p'p* 

6 . I 

Man sieht daher, dass man dem Werthe A denselben Grad der Genauigkeit 
beimessen muss, als wenn er durch eine unmittelbare Beobachtung ge- 
funden wäre, deren Genauigkeit sich zur Genauigkeit der primitiven Beob- 
achtungen verhielte, wie hy{aa-\-aa -\-aa -^ etc.) zu A, oder wie |/(aa + 
aV-|-aV-f- etc.) zu 1. 



182. 

Der Untersuchung über den Genauigkeitsgrad, der den Werthen der 
Unbekannten, falls mehre vorhanden sind, beizumessen ist, muss eine ge- 
nauere Betrachtung der Function i;t;-f-t;V-f-t;V'-{- etc., welche ich durch W 
bezeichne, voraufgeschickt werden. 

I. Ich setze i4^ =jp' = A + ap + /99 + yr + (55+etc., und W—^ 

= W ; so wird ofiFenbar p = P, und, da man hat -g — = — ^ — • ^- = 0, 

so ist die Function W von p unabhängig. Der Coefficient a = aa -f- clcl -\- 
aa-^- etc. ist ofi'enbar stets eine positive Grösse. 

d TT' , 

IL Ebenso setze ich \ • — , — = q = l' -\-ß'q^yr-{-&S'-{' etc., und 

W'-^'- = W'\ und es wird sein 9 = i ^ - ^ ' ^ = Q- ^ - P, 

und —i — = 0, woraus man sieht, dass die Function W" sowohl von p als 
von q unabhängig ist. Dies würde nicht Statt finden, wenn /?' = werden 

GAUSS, Theorie d. Bevreg. d. Ilimmelsk. 34 
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könnte. Aber es ist klar, dass W aus vv + vv + v'v" + etc. entsteht, wenn 
(217) man die Grösse p aus v^ v\ v etc. mit Hülfe der Gleichung p' = eliminirt; 
demnach wird {'i die Summe der Coeffieienten von qq in rz;, vv ^ vv etc. 
nach jener Elimination sein; diese einzelnen Coeffieienten selbst aber sind 
Quadrate und können nicht alle' zugleich verschwinden, ausser in dem oben 
ausgeschlossenen Falle, wo die Unbekannten unbestimmt bleiben. Man sieht 
daher, dass /?' eine positive Grösse sein muss. 

d W" 

III. Setze ich nun wiederum \ • -j-,~= ^' = A'' + /V-}-<^'^+ etc., und 

W" n- = W"\ SO wird r = R p' — "ir?', und W" unabhängig sowohl 

von J9, als von </, als von r. Uebrigens lässt sich auf ähnliche Weise wie 
in II zeigen, dass der Coefficient /" nothwendig eine positive Grösse ist. 
Man sieht nämlich leicht, dass y" die Summe der Coeffieienten von rr in w^ 
vv\ vv' etc. ist, nachdem die Grössen p und q mit Hülfe der Gleichungen 
p' = 0, g' = aus v^ v\ v" etc. eliminu't sind. 

d W" 

IV. Setzt man auf dieselbe Weise \ -t — = 5 = l!" -\-d"'S'\- etc., 

W^^ = W'" TTTT, SO wird s = S p — -f9 t^^'j wo W^ von p^ g, 

r, s unabhängig und ^"' eine positive Grösse ist. 

V. Wenn ausser p, g, r, ä noch andere Unbekannte da sind, so kann 
man auf diese Weise noch weiter vorschreiten, so dass man schliesslich hat: 

^ = -^PP + -p' ii + Y' ^ ^ "^ ^ ^^ '^ ^*^' "^ ^omX. 
wo alle Coeffieienten «, /:?', y'', cT" etc. positive Grössen sind. 

VI. Nun ist die Wahrscheinlichkeit irgend eines Systemes bestimmter 

Werthe für die Grössen p, q^ r, s etc. proportional der Function e . Es wird 

deshalb, falls der Werth der Grösse p unbestimmt bleibt, die Wahrscheinlichkeit 
eines Systems bestimmter Werthe für die übrigen proportional sein dem Integral 

I e dp (in der Ausdehnung von /> = — oo bis zup = + ^\ welches nach 

dem Laplace'schen Theorem wird = Ä"^a"* jr*e"'^^(?^'^'+P^'''*'+ä^''*'+ "S; 
diese Wahrscheinlichkeit wird daher proportional sein der Function e 
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p' = p 

q' = Q + ^P 

s' = -s-f-rü;+S3"Q+rp, 

so dass % ^', 93', 21", ö", 6." bestimmte Gi'össen sind. Es wird daher (wenn 
die Zahl der Unbekannten auf vier beschränkt ist): 

^ «/// "T" */// -^ "T" xff/ V "T" ÄTTT -^ ~r ±(n ^• 

Hieraus leite ich folgenden Scbluss ab: die wahrscheinlichsten Wertlie der 
Unbekannten 2^, ?, ^^ ^ etc., die durch Elimination aus den Gleichungen jP = 0, 
Q = 0, i? = 0, /S'=0 etc. abgeleitet werden sollen , lassen sich offenbar, 
wenn eine Zeitlang P, Q, Ä, aS etc. als Unbestimmte angesehen werden, nach 
Anleitung desselben Eliminations-Verfalircns in linearer Form durch P, Q, jB, 
a5 etc. ausdrücken, so dass man hat: 
(219) p = L +AP +BQ -{-CR +nS + etc. 

q = L' +ÄP + BQ + CR + i)'AS + etc. 

r = L'+ AT + B'Q + C"Ä + D"Ä + etc. 

s = L'"+ yl'"P+ J5'"(?+ r'Ä+ J[>'"Ä + etc. 
etc. 

Darnach werden oflfenbar die wahrschemlichsten Werthe von p, 9, r, s etc. sein 
resp. L, Z/', Z", L'" etc., und das Maass der diesen Bestimmungen beizulegenden 

Genauigkeit wird ausgedrückt resp. durch l/jj V'Wj I^TT' ^W' ^^^"> ^^^^ 

man die Genauigkeit der primitiven Beobachtungen = 1 setzt. Denn dasjenige, 

was oben wegen Bestimnmng der Unbekannten s gezeigt ist (für welche z^r, 

entspricht dem jD"), lässt sich durch blosse Vertauschung der Unbekannten auf 
alle Uebrigen übertragen. 

184. 

Um die vorangehenden Untersuchungen durch ein Beispiel zu erläutern, 
nehme ich an, dass durch Beobachtungen, bei welchen gleiche Genauigkeit 
zu präsumiren, gefunden sei: 
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p—q-\-2r= 3 
Bp-\-2q—5r=: 5 
4p+ q-\-4tr = 21. 
Durch eine vierte Beobachtung, der aber nur die halbe Genauigkeit beizu- 
messen, sei gefunden: 

— 2p + 6q-\-6r = 28. 
An Stelle der letzten Gleichung substituire ich daher: 

—p-\-Bq + Sr= 14, 
und nehme an, dass diese Gleichung aus einer den früheren an Genauigkeit 
gleichen Beobachtung herausgekommen sei. Hieraus wird 

P = 27p+ 6q —88 

Q= 6/)+15?-fr —70 
Ä= ^^_54r— 107 

und hieraus durch Elimination 

19899/) = 49154 + 809 P— 324 Q + 6 Ä 
737^= 2617— 12P+ 54Q — i? 
6633r = 12707+ 2P— 9Q+123Ä. 
Die wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten sind also 

p = 2,470 
q = 3,551 
r = 1,916, 
und die relative, diesen Bestimmungen beizumessende Genauigkeit (die Genauig- (220) 
keit der primitiven Beobachtungen = 1 gesetzt) ist 

i-.. ,19899 . _ - 

für i) V-sim- = 4,96 



für q ^^4^^ = 3,69 

für r l/-?,^ = 7,34. 



185. 

Der bislang behandelte Gegenstand könnte Gelegenheit zu mehren 
eleganten analytischen Untersuchungen geben, bei denen ich jedoch hier nicht 
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verweile, um nicht zu weit von meinem Vorhaben abzugerathen. Aus dem- 
selben Grunde verspare ich die Auseinandersetzung der Kunstgriffe, mittelst 
derer die numerische Rechnung auf eine raschere Zahlendarlegung zurück- 
geflihrt werden kann, auf eine andere Gelegenheit. Doch erlaube ich mir eine 
einzige Bemerkung. So oft die Anzahl der Functionen oder der angenommenen 
Gleichungen beträchtlich ist, so wird die Rechnung hauptsächlich deshalb ein 
wenig beschwerlicher, weil die Coeflicienten, mit denen die primitiven Gleichun- 
gen multiplicu't werden müssen, um P, Q, Ä, S etc. zu erhalten, gemeiniglich 
wenig bequeme Decimalbrüche enthalten. — Wenn es in diesem Falle nicht 
der Mühe werth scheint, diese Multiplicationen mit Hülfe der logarithmischea 
Tafeln so genau als möglich durchzuführen, so wird es in sehr vielen Fällen 
genügen, an Stelle dieser Multiplicatoren andere zur Rechnung bequemere 
anzuwenden, die von ihnen wenig verschieden sind. Diese Licenz kaim keine 
merklichen Irrthümer, mit Ausnahme des Falles erzeugen, wo das Maass der 
Genauigkeit bei Bestimmung der Unbekannten viel kleiner sich ergiebt, als 
die Genauigkeit der primitiven Beobachtungen war. 

186. 

Im Uebrigen kann das Princip, dass die Quadrate der Unterschiede 
zwischen den beobachteten und berechneten Grössen eine möglichst kleine 
Siunme erzeugen müssen, auch unabhängig von der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung auf folgende Weise betrachtet werden. So oft die Anzahl der Un- 
bekannten der Anzahl der davon abhängigen beobachteten Grössen gleich ist, 
so lassen sich erstere so bestimmen, dass den letzteren genau genügt wird. 
Wenn aber die Anzahl der ersteren kleiner als die der letzteren ist, so lässt 
sich eine absolut genaue Uebereinstimmung nicht erreichen, indem die Be- 
obachtungen nicht absolut genau sind. Man muss sich daher in diesem Falle 
bemühen, die Uebereinstimmung so gut als möglich festzustellen, oder die 
(221) Unterschiede soviel als möglich zu verkleinern. Diese Bemerkung involvirt 
aber ihrer Natur nach etwas Vages. Denn wenn auch ein Werthsystem der 
Unbekannten, welches alle Unterschiede resp. kleiner giebt als ein anderes, 
diesem andern zweifelsohne vorzuziehen ist, so bleibt nichtsdestoweniger die 
Wahl zwischen zwei Systemen, von denen das eine bei diesen, das andere bei 
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regulirt Laplace gewissermaassen das fragliche Princip durch Hinzufügung 
einer neuen Bedingung, denn er verlangt, dass der Differenzen Summe selbst, 
bei Nichtänderung der Zeichen, = Null werde. Hierdurch wird bewirkt, dass 
die Anzahl der genau dargestellten Gleichungen um eine Einheit kleiner wird, 
als die Anzahl der unbekannten Grössen; dennoch aber findet das von 
mir vorhin Bemerkte auch hier Statt, wenn nämlich wenigstens zwei 
Unbekannte da sind. 

(222) 187. 

Ich wende mich von diesen allgemeinen Untersuchungen zurück zu 
meinem eigentlichen Vorhaben, um dessentwillen ich die ersteren unternommen 
habe. Bevor man die möglichst genaue Bestimmung einer Bahn aus mehr 
Beobachtungen, als nothwendig erforderlich sind, unteminmit, muss bereits 
eine angenäherte Bestimmung vorhanden sein, die von allen gegebenen Beob- 
achtungen nicht viel abweicht. Die an diese genäherten Elemente zur Erlangung 
der möglichst genauen Uebereinstimmung anzubringenden Verbesserungen sind 
als Quäsite des Problems zu betrachten. — Da man voraussetzen kann, dass 
diese Verbesserungen so klein sich herausstellen werden, dass man ihre 
Quadrate und Producte vernachlässigen darf, so können die Veränderungen, 
welche die berechneten geocentrischen Orte des Himmelskörpers hierdurch 
erleiden, durch die im zweiten Abschnitt des ersten Buches gegebenen DifFe- 
rentialformeln berechnet werden. — Die nach den verbesserten Elementen, die 
ich suche, berechneten Orte werden also durch lineare Functionen der 
Verbesserungen der Elemente dargestellt, und es wird deren Vergleichung mit 
den beobachteten Orten nach den oben entwickelten Grundsätzen zur Bestimmung 
der wahrscheinlichsten Werthe führen. Diese Operationen sind so einfach, 
dass es einer weiteren Erläuterung derselben nicht bedarf, und es ist von 
selbst klar, dass man dabei Beobachtungen benutzen kann, so viele man ihrer 
hat, und die, so weit man will, von einander entfernt sind. Derselben Methode 
kann man sich auch zur Verbesserung der parabolischen Bahnen der 
Cometen bedienen, wenn zufällig eine längere Eeihe von Beobachtungen vor- 
handen ist, und grösstmöglichste Uebereinstimmung verlangt wird. 
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188. 

Die vorhergehende Methode ist vorzugsweise denjenigen Fällen ange- 
passt, wo die höchste Genauigkeit verlangt wird. Sehr häufig aber kommen 
Fälle vor, wo man unbedenklich von letzterer etwas nachlassen kann, wenn 
sich dadurch die Weitläuftigkeit der Rechnung erheblich abkürzen lässt, 
namentlich wenn die Beobachtungen noch keinen gi'ossen Zeitraum umfassen, 
und man daher so zu sagen an eine definitive Bahnbestimmung noch nicht 
denkt. In solchen Fällen lässt sich die nachfolgende Methode mit grossem 
Vortheile benutzen: 

Man wähle aus dem ganzen Vorrathe der Beobachtungen zwei vollständige 
Orte L, und L aus und berechne für die entsprechenden Zeiten aus den ge- 
näherten Elementen die Entfernungen des Himmelskörpers von der Erde. Man 
bilde sodann bezüglich dieser Abstände drei Hypothesen, indem man bei der 
ersten die berechneten Werthe beibehält, in der zweiten Hypothese aber die 
erste Distanz, und in der dritten Hypothese die zweite Distanz ändert. Beide 
Aenderungen lassen sich nach Verhältniss der Ungewissheit, welche man bei 
jenen Abständen als zurückbleibende vermuthet, nach Ermessen annehmen. 
Nach diesen drei Hypothesen, welche ich in folgendem Schema darstelle: 





Hyp. I. 


Hyp. IL 


Hyp. III. 


der dem ersten Orte entsprechende Abstand*) 
r, „ zweiten „ „ „ 


D 


D' 


B 

Zr + cT 



(223) 



berechne man aus den beiden Orten L, I^ nach den im ersten Buche ent- 
wickelten Methoden drei Elementen -Systeme, und aus jedem einzelnen der 
letzteren die geocentrischen Orte des Himmelskörpers, welche den Zeiten 
aller übrigen Beobachtungen entsprechen. Es seien diese (indem man 



*) Noch bequemer ist es, statt der Abstände die Logarithmen der curtirten Abstände zu gebrauchen. 
QAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. ^'^ 
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die einzelnen Längen und Breiten oder Rectaseensionen und Declinationen 
gesondert bezeichnet) 

im ersten Systeme Jf, M ^ M" etc. 

im zweiten Systeme M-^- a, M' + «^ M" + « ' etc. 

im dritten Systeme ^+/5, ^'+ßi M"+ß' etc. 

> und es seien femer die 

beobachteten Orte, resp N^ N\ N" etc. 

In soweit nun kleinen Aenderungen der Abstände D^ LI proportionale 
Aenderungen sowohl der einzelnen Elemente, als der daraus berechneten 
geocentrischen Orte entsprechen, so darf man annehmen, das die geocentrischen 
Orte, welche aus einem vierten Elementen -Systeme berechnet sind, bei 
dem die Abstände von der Erde I)-\'x8^ D' -\'yS zu Grunde liegen, 
resp. sein werden M-^-ax-^-ßy^ M' -\'aX'\'ßy^ M" -{-a'x-^-ß'y etc. Hieraus 
werden dann nach den vorhergehenden Untersuchungen die Grössen o:, y so 
bestimmt, dass jene Grössen bestmöglichst (mit Rücksicht auf die relative 
Genauigkeit der Beobachtungen) mit N^ N\ N" etc. übereinstimmen. Das 
verbesserte Elementen -System selbst wird entweder ebenso aus L, L' und 
den Abständen jD-f-^^? D' -^-yd' bestimmt, oder es lässt sich dasselbe nach 
bekannten Regeln aus den drei ersten Elementen -Systemen durch einfache 
Interpolation ableiten. 

189. 

Diese Methode ist von der vorhergehenden nur darin verschiedai, 
dass sie den zwei geocentrischen Orten genau und den übrigen so genau wie 
möglich Genüge leistet, während nach der anderen Methode keine Beobachtung 
den übrigen vorgezogen wird, sondern die Fehler so viel wie möglich auf 
alle vertheilt werden. Die Methode des vorhergehenden Artikels ist daher 
der ftüheren nur in so fem nachzusetzen, als, wenn die Orte L, L irgend 
einen Theil der Fehler in sich aufnehmen, die Fehler bei den übrigen Orten 
sich erheblich vermindern lassen. Inzwischen kann man meistens durch schiek- 
(224) liehe Auswahl der Beobachtungen Z/, L sich leicht davor hüten, dass dieser 
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Unterschied nicht von zu grosser Bedeutung wird. Man muss nämlich darnach 
trachten, für L und LI solche Beobachtungen zu nehmen, die nicht allein 
ausgesuchter Genauigkeit sich erfreuen, sondern die auch so beschaffen 
sind, dass die aus ihnen und aus den Distanzen abgeleiteten Elemente von 
kleinen Aenderungen der geocentrischen Positionen nicht allzusehr afficirt 
werden. Man würde daher nicht wohl thun, solche Beobachtungen aus- 
zuwählen, die um einen kleinen Zeitraum von einander abstehen, oder 
solche, denen nahe entgegengesetzte oder zusammenfallende heliocentrische 
Orte entsprechen. 



35* 
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(225) Vierter Abschnitt 

Veber die Bestimmung der Bahnen mit Bäcksicht auf Störungen. 

190. 

Die Störungen, welche die Bewegungen der Planeten durch Einwirkung 
der übrigen Planeten erleiden, sind so klein und gehen so langsam vor sich, 
dass sie erst nach einem längeren Zeitablaute merklich werden. Innerhalb 
kürzerer Zeit — und mithin (je nach Beschaftenheit der Umstände) während 
einer oder melirer ganzen Revolutionen — weicht die Bewegung so wenig 
von derjenigen ab, die in einer vollkommenen, genau nach den Kepler 'sehen 
Gesetzen beschriebenen Ellipse Statt findet, dass die Beobachtungen diese Ab- 
weichung nicht anzeigen können. So lange dies sich so verhält, würde es 
nicht der Mühe werth sein , eine verfrühete Berechnung der Störungen zu 
unternehmen; vielmehr genügt es, einen gleichsam osculirenden Kegelschnitt 
den Beobachtungen anzupassen. Später aber, nachdem der Planet längere 
Zeit hindurch genau beobachtet ist, wird der Einfluss der Störungen sich 
endlich so zeigen, dass es nicht femer möglich ist, alle Beobachtungen durch 
eine rein elliptische Bewegung genau zu vereinigen und es lässt sich sodann 
eine vollständige und stabile Haimonie nicht herstellen, ohne die Störungen 
mit der elliptischen Bewegung gehörig zu verbinden. 

Da die Bestimmung elliptischer Elemente, mit welchen die Störungen 
behuf genauer Darstellung der Beobachtungen zu verbinden sind, eine Kenntniss 
der Störungen voraussetzt, umgekehrt aber die Theorie der Störungen nicht 
genau festgestellt werden kann, ohne eine bereits sehr genaue Kenntniss der 
Elemente, so gestattet die Natur der Sache nicht, dies schwierige Geschäft 
sofort im ersten Angriffe vollständig zu erledigen, sondern es können Störungen 
und Elemente erst durch mehrfach abwechselnd wiederholte Verbesserungen 
zur grössten Höhe der Schärfe emporgehoben werden. 
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Die erste Theorie der Störungen wird daher auf rein elliptische Ele- 
mente gestützt, welche man den Beobachtungen so genau als möglich angepasst 
hatte. — Dann wird eine neue Balm erforscht, welche, mit diesen Störungen 
verbunden, den Beobachtungen so nahe als möglich Genüge thut. Ist diese 
von den früheren beträchtlich verschieden, so wird auf dieselbe eine wieder- 
holte Entwickelung der Störungen gestützt, und diese Verbesserungen werden 
abwechselnd so oft wiederholt, bis Beobachtungen, Elemente und Störungen 
so genau wie möglich übereinstimmen. 

191. 

Da die Entwickelung der Theorie der Störungen aus gegebenen Ele- 
noienten meinem Vorhaben fremd ist, so braucht hier nur gezeigt zu werden, 
wie eine genäherte Bahn so verbessert werden kann, dass sie, mit den gege- 
benen Störungen verbunden, der Beobachtung so nahe als möglich Genüge 
thut. Dies Geschäft lässt sich sehr einfach durch eine den Artikeln 124, 165, (226) 
188 analoge Methode erledigen. 

Für die Zeiten aller derjenigen Beobachtungen, welche man zu diesem 
Zwecke benutzen will, und deren, je nach Belegenheit der Sache es drei, vier 
oder mehr geben kann, werden aus den Gleichungen die numerischen Werthe 
dieser Störungen berechnet, sowohl für die Längen in der Bahn, als für die 
Badien Vectoren, als für die heliocentrischen Breiten. Für diese Rechnung 
nimmt man die Argumente aus den genäherten elliptischen Elementen, auf 
welche man die Störungstheorie gestützt hatte. Dann werden aus allen 
Beobachtungen zwei ausgewählt, für welche man die Abstände von der Erde 
aas denselben genäherten Elementen berechnet. Diese constituiren die erste 
Hypothese. Die zweite und dritte Hypothese werden gebildet, indem man 
jene Abstände ein klein wenig ändert. Dann werden in den einzelnen 
Hypothesen aus den beiden geocentrischen Orten die heliocentrischen Positionen 
nnd die Entfernungen von der Sonne bestimmt. Aus diesen leitet man, 
nachdem die Breiten von den Störungen befreit sind, die Länge des auf- 
steigenden Knotens, die Neigung der Bahn und die Längen in der Bahn ab. 
Bei dieser Berechnung bedarf die Methode des Art. 110 einer Modification, 
wenn es anders der Mühe werth erscheint, auf die säculare Aenderung der 
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Knotenlänge und der Neigung Rücksicht zu nehmen. Bezeichnet man nämlich 
mit ß^ ß! die heliocentrischen , von den periodischen Störungen befreiten 
Breiten, mit i, i' die heliocentrischen Längen, mit Q, Q-f-^ die Längen des 
aufsteigenden Knotens, mit i und i-\-8 die Neigungen der Balm, so empfiehlt 
es sich, die Gleichungen in folgender Gestalt darzustellen: 

tang/? = lang i sin (i — Q) 
^^jj^tang^ = tangesin(A'-^-ö). 

Der Werth für — — .^ wird mit aller nöthigen Schärfe erhalten, wenn man 

für i den genäherten Werth setzt; sodann lassen sich i und Q durch die 
gewöhnlichen Methoden ermitteln. 

Von den beiden Längen in der Balm femer, sowie von den beiden Badien 
Vectoren werden die Summen der Störungen abgezogen, um rein elliptische 
Werthe zu erhalten. Hier aber kann auch diejenige Einwirkung, welche die 
säcularen Veränderungen der Position des Perihels und der Excentricititt 
auf die Länge in der Bahn und den Radius Vector äussern — welche Ein- 
wirkung durch die Differentialformeln des ersten Abschnitts im ersten Buche 
zu bestimmen ist — , sofort mit den periodischen Störungen verbunden 
werden, wenn anders die Beobachtungen genügend von einander entfernt sind, 
dass es der Mühe werth erscheint, hierauf Rücksicht zu nehmen. Aus diesen 
verbesserten Längen in der Bahn und verbesserten Radien Vectoren werden 
zugleich mit den entsprechenden Zeiten die übrigen Elemente bestimmt 
Endlich werden aus diesen Elementen die geocentrischen Positionen für alle 
übrigen Beobachtungen berechnet. Durch Vergleichung derselben mit den 
(227) beobachteten wird auf die in Art. 188 entwickelte Art dasjenige System 
der Abstände hergeleitet, aus welchem Elemente erfliessen, die allen übrigen 
Beobachtungen bestmöglichst genügen. 

192. 

Die im vorangehenden Artikel erklärte Methode ist vorzugsweise der 
Bestimmung der ersten, die Störungen mit enthaltenden Bahn angepasst. 
Sobald aber nur erst sowohl die mittleren elliptischen Elemente, als die 
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Störimgsgleichungen schon recht nahe bekannt sind, so wird die genaueste 
Bestimmung mit Hülfe so vieler Beobachtungen als möglich am bequemsten 
durch Anwendung der Methode des Art. 187 erledigt, welche hier einer 
besondern Erläuterung nicht bedürfien wird. Wenn nun ein hinreichend grosser 
Vorrath an vorzüglichen Beobachtungen vorhanden ist, der einen grossen 
Zeitraum umfasst, so kann diese Methode in mehren Fällen zugleich zur 
genaueren Bestimmung der Massen der störenden Planeten (wenigstens der 
grossem) dienen. Erscheint nämlich die bei der Störungsrechnung voraus- 
gesetzte >Masse eines störenden Planeten noch nicht hinreichend sicher, so mag 
man ausser den sechs, von den Verbesserungen der Elemente abhängenden 
Unbekannten, noch eine andere fi einführen, indem man das Verhältniss der 
verbesserten Masse zu der vorausgesetzten Masse wie 1-|-^ zu 1 setzt. Man 
darf dann annehmen, dass die Störungen selbst in eben diesem Verhältnisse 
geändert werden, woraus offenbar bei den einzelnen berechneten Positionen 
ein neuer linearer, das fi enthaltender Ausdruck erzeugt wird, dessen Ent- 
wickelung keiner Schwierigkeit unterworfen ist. Die Vergleichung der berech- 
neten Positionen mit den beobachteten nach den oben auseinandergesetzten 
Principien, wird zugleich mit den Verbesserungen der Elemente auch die 
Verbesserung für fi geben. Es lassen sich daraus also auch die Massen mehr er 
Planeten genauer bestimmen, wenn sie Störungen von genügender Beträcht- 
lichkeit ausüben. Zweifelsohne werden die Bewegungen der neuen Planeten, 
hauptsächlich der Pallas und der Juno, welche so beträchtliche Störungen von 
dem Jupiter erleiden, solchergestalt nach einigen Jahrzehnden zu einer sehr 
genauen Bestimmung der Masse des Jupiter führen. Ja es wird sogar viel- 
leicht dereinst möglich sein, die Masse eines oder des anderen dieser neuen 
Planeten aus den Störungen zij erkennen, welche er auf die übrigen ausübt. 
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Anmerkung. Wegen der in obiger TabeUe mit einem * bezeichneten Stellen vergleiche man die 
Note zum Fehlerverzeichniss der deutschen XJebersetzung. 







TAFETi I. (siehe Artt. 


42, 45) 




1 




Ellipse 






Hyperbe 


1 


A 


logB 


C 


T 


log 5 


C 


T 


0,000 








0,00000 








0,00000 


0,00 1 








100 










100 


0,002 





2 


200 







2 


200 


0,003 


I 


4 


301 




I 


4 


299 


0,004 


I 


7 


401 




» 


7 


399 


0,005 


2 


II 


502 




2 


II 


498 


0,006 


3 


16 


603 


3 


16 


597 


0,007 


4 


22 


704 




4 


22 


696 


0,008 


5 


29 


805 




5 


29 


795 


0,009 


6 


37 


0,00907 




6 


37 


894 


0,010 


7 


46 


0,01008 




7 


46 


0,00992 


0,0 n 


9 


56 


110 


9 


55 


0,01090 


0,0 12 


II 


66 


212 




II 


66 


189 


0,013 


13 


78 


314 




13 


77 


287 


0,014 


15 


90 


416 




15 


89 


384 


0,015 


17 


103 


518 




»7 


102 


482 


0,016 


19 


118 


621 


19 


116 


580 


0,017 


22 


133 


723 




21 


131 


677 


0,018 


«4 


149 


826 




44 


147 


774 


0,019 


27 


166 


0,01929 




»7 


164 


872 


0,020 


30 


184 


0,02032 




30 


182 


0,01968 


0,021 


33 


203 


136 


33 


200 


0,02065 


0,022 


36 


223 


»39 




36 


220 


162 


0,023 


40 


244 


343 




39 


240 


258 


0,024 


43 


265 


447 




43 


261 


355 


0,025 


47 


288 


551 




46 


283 


451 


0,026 


51 


312 


655 


50 


306 


547 


0,027 


55 


336 


760 




54 


330 


643 


0,028 


59 


362 


864 




58 


355 


739 


0,029 


63 


388 


0,02969 




62 


381 


834 


0,030 


67 


416 


0,03074 




67 


407 


0,02930 


0,031 


7« 


444 


179 


71 


435 


0,03025 


0,032 


77 


473 


284 




76 


463 


120 


0,033 


8a 


503 


389 




80 


492 


215 


0,034 


87 


535 


495 




85 


523 


310 


0,035 


92 


567 


601 




91 


554 


404 


0,036 


97 


600 


707 


96 


585 


499 


0,037 


103 


634 


813 




lOI 


618 


593 


0,038 


108 


669 


0,03919 




107 


652 


688 


0,039 


114 


704 


0,04025 




112 


686 


782 


0,040 


120 


741 


132 


^j^^ 


118 


722 


876 



2 






TAFEL I. 










Ellipse 






Hyperbe 


1 


A 


log B 


C 


T 


log B 


C 


T 


0,040 


120 


• ■ 

741 


0,041319 


118 


722 


0,038757 


0,041 


126 


779 


2387 




124 


758 


0,039695 


0,042 


133 


818 


3457 




130 


795 


0,040632 


1 o»o43 


139 


858 


4528 




136 


833 


1567 


0,044 


146 


898 


5601 




143 


872 


2500 


0,045 


152 
159 


940 
982 


6676 
7753 




149 
156 


912 


3432 1 


0,046 


953 


4363 


0,047 


166 


1026 


8831 




163 


994 


5292 


0,048 


173 


1070 


0,049911 




170 


1037 


6220 


0,049 


181 


1116 


0,050993 




177 


1080 


7147 


0,050 


188 


1162 


2077 




184 


1124 


8072 


0,051 


196 


1210 


3163 


191 


1169 


8995 


0,052 


204 


1258 


4250 




199 


1215 


0,049917 


! 0;053 


212 


1307 


5339 




207 


1262 


0,050838 


0,054 


220 


1358 


6430 




215 


1310 


1757 


0,055 


228 


1409 


7523 




223 


1358 


2675 


0,056 


236 


1461 


8618 


231 


1407 


3592 


0,057 


245 


1514 


0,059714 




239 


1458 


4507 


1 0,058 


254 


1568 


0,060812 




247 


1509 


5420 


0,059 


263 


1623 


1912 




256 


1561 


6332 


0,060 


272 


1679 


3014 




265 


1614 


7243 


0,061 


281 


1736 


4118 


273 


1667 


8152 


0,062 


290 


1794 


5223 




282 


1722 


9060 


0,063 


300 


1853 


6331 




291 


1777 


0,059967 1 


0,064 


309 


1913 


7440 




301 


1833 


0,060872 


0,065 


319 


1974 


8551 




310 


1891 


1776 


0,066 


329 


2036 


0,069664 


320 


1949 


2678 


0,067 


339 


2099 


0,070779 




329 


2007 


3579 


0,068 


350 


2163 


1896 




339 


2067 


4479 


0,069 


360 


2228 


3014 




349 


2128 


5377 


0,070 


371 


2294 


4135 




359 


2189 


6274 


0,071 


381 


2360 


5257 


370 


2251 


7170 


0,072 


392 


2428 


6381 




380 


2314 


8064 


0,073 


403 


«497 


7507 




390 


2378 


8957 


0,074 


415 


2567 


8635 




401 


2443 


0,069848 


0,075 


426 


2638 


0,079765 




412 


2509 


0,070738 


0,076 


437 


2709 


0,080897 


423 


2575 


1627 


0,077 


449 


2782 


2030 




434 


2643 


2514 


0,078 


461 


2856 


3166 




445 


2711 


3400 


0,079 


473 


2930 


4303 




457 


2780 


4285 


0,080 


485 


3006 


5443 




468 


2850 


S168 



4 






TAFEL I. 










Ellipse 






Hyperbe 


l ( 


A 


; logü 


C 


T 


log B 


V 


T 1 


0,I20 


II02 


6S58 


0,132643 


1045 


6331 


0,109426 


0,I2I 


II2I 


6976 


3865 




1062 


6435 


0,110256 


0,122 


II39 


7094 


5089 




1079 


6539 


1085 


0,123 


1158 


7213 


6315 




1097 


664s 


1913 


0,124 


1178 


7334 


7S43 




1114 


6751 


2740 


0,125 


1197 


7455 


0,138774 




1132 


6858 


3566 


0,126 


1217 


7577 


0,140007 


1150 


6966 


4390 


0,127 


1236 


7701 


1241 




1168 


7075 


5213 


0,128 


1 1256 


7825 


2478 




1186 


7185 


6035 


0,129 


1276 


7951 


37 «7 




1205 


7295 


685s 


0,130 


1296 


8077 


4959 




1223 


7406 


7675 l 


0.131 


i3>7 


8205 


6202 


1242 


7518 


8493 1 


0,132 


1337 


8334 


7448 




1261 


7631 


0,119310 1 


0.133 


1358 


8463 


8695 




T280 


7745 


0, 1 20 1 :6 


0,134 


1378 


8594 


0,14994s 




1299 


7859 


0940 ^ 


0,13s 


1399 


8726 


0,151197 




1318 


7974 


1754 


0,136 


1421 


8859 


2452 


1337 


8090 


3566 


0,137 


1442 


8993 


3708 




1357 


8207 


3377 


0,138 


1463 


9128 


4967 




1376 


8325 


4186 


0,139 


1485 


9264 


6228 




1396 


8443 


4995 


0,140 


1507 


9401 


7491 




1416 


8562 


5802 


0,141 


1529 


9539 


0,158756 


1436 


8682 


6609 


0,142 


1551 


9678 


0,160024 




1456 


8S03 


7414 


0,143 


1573 


9819 


1294 




1476 


8925 


8217 


0,144 


1596 


9960 


2566 




1497 


9047 


9020 


0,145 


1618 


10I02 


3840 




1517 


9170 


0,129822 


0,146 


164 1 


10246 


5116 


1538 


9294 


0,130622 


0,147 


1664 


10390 


639s 




1559 


9419 


1421 


0,148 


1687 


10536 


7676 




1580 


9545 


2219 ' 


0,149 


1710 


10683 


0,168959 




1601 


9671 


3016 


0,150 


173+ 


10830 


0,170245 




1622 


9798 


3812 


o,«5i 


1757 


10979 


1533 


1643 


9926 


4606 


0,152 


1781 


III29 


2823 




1665 


10055 


5399 


0,153 


1805 


11280 


4115 




1686 


10 185 


6 191 


0,154 


1829 


11432 


5410 




1708 


103 15 


698: 


0,155 


1854 


11585 


6707 




1730 


10446 


777 = 


0,156 


1878 


11739 


8006 


1752 


10578 


8561 


0,157 


1903 


I1894 


0,179308 




1774 


10711 


0,139349 


0,158 


1927 


12051 


0,180612 




1797 


10844 


0,140135 


0,159 


1952 


12208 


1918 




1819 


10978 


0920 


0,160 


1977 


12366 


3226 




1842 


11113 


1704 



6 






TAFEL 


I. 










Ellipse 






Hyperbe 


I 


A 


log B 


C 


T 


log B 


C 


T 


0,200 


3120 


19602 


0,237541 


2854 


17150 


0,172159 


0,201 


315« 


19806 


0,238950 




2882 


17317 


2899 


0,202 


3184 


2001 1 


0,240361 




2910 


17484 


3637 


0,203 


3216 


20217 


1776 




2938 


17652 


4374 


0,204 


3249 


20424 


3192 




2967 


17821 


5110 


0,205 


3282 


20632 


4612 




2995 


17991 


5845 


0,206 


3315 


20842 


6034 


3024 


18161 


6579 


0,207 


3348 


21052 


7458 




3053 


18332 


7312 


0,208 


3381 


21264 


0,248885 




3082 


18504 


8044 


0,209 


34H 


21477 


0,250315 




3111 


18677 


8775 


0,210 


3448 


21690 


1748 




3140 


18850 


0,179505 


0,211 


3482 


21905 


3183 


3169 


19024 


0,180234 j 


0,212 


3516 


22122 


4620 




3199 


19199 


0962 


0,213 


3550 


22339 


6061 




3228 


19375 


1688 


0,214 


3584 


22557 


7504 




3258 


19551 


2414 


0,215 


3618 


22777 


0,258950 




3288 


19728 


3139 1 


0,216 


3653 


22998 


0,260398 


3318 


19906 


3863 


0,217 


3688 


23220 


1849 




3348 


20084 


4585 


0,218 


3723 


23443 


3303 




3378 


20264 


5307 


0,219 


3758 


23667 


4759 




3409 


20444 


6028 


0,220 


3793 


23892 


6218 




3439 


20625 


6747 


0,22I 


3829 


24119 


7680 


3470 


20806 


7466 


0,222 


3865 


24347 


0,269145 




3500 


20988 


8184 1 


0,223 


3900 


24576 


0,270612 




3531 


21172 


8900 


0,224 


3936 


24806 


2082 




3562 


21355 


0,189616 


0,225 


3973 


25037 


3555 




3594 


21540 


0,190331 


0,226 


4009 


25269 


5031 


3625 


21725 


1044 


0,227 


4046 


25502 


6509 




3656 


21911 


1757 


0,228 


4082 


25737 


7990 




3688 


22098 


2468 1 


0,229 


4119 


25973 


0,279474 




3719 


22285 


3179 


0,230 


4156 


26210 


0,280960 




3751 


22473 


3889 


0,231 


4194 


26448 


2450 


3783 


22662 


4597 


0,232 


4231 


26687 


3942 




3815 


22852 


5305 


0,233 


4269 


26928 


5437 




3847 


23042 


6012 


o»234 


4306 


27169 


6935 




3880 


23234 


6717 


o»23S 


4344 


27412 


8435 




3912 


23425 


7422 


0,236 


4382 


27656 


0,289939 


3945 


23618 


8126 


0,237 


4421 


27901 


0,291445 




3977 


23811 


8829 


0,238 


4459 


28148 


2954 




4010 


24005 


0,199530 


0,239 


4498 


28395 


4466 




4043 


24200 


0,20023 1 


0,240 


4537 


28644 


5980 





4076 


24396 


0931 



8 






TAFEL 


I. 










Ellipse 






Hyperbe 


l 


A 


logB 


C 


T 


log B 


C 


T 


0,280 


6237 


39573 


0.358994 


5504 


32807 


0,228147 


0,281 


6283 


39872 


0,360632 




5542 


33032 


8808 


0,282 


6330 


40171 


2274 




5581 


33257 


0,229469 


0,283 


6376 


40472 


3918 




5619 


33484 


0,230128 


0,284 


6423 


40774 


5566 




5658 


337" 


0787 


0,285 


6470 


41077 


7217 




5697 


33938 


1445 


0,286 


6517 


41381 


0,368871 


5736 


34167 


2 102 


0,287 


6564 


41687 


0,370529 




5775 


34396 


2758 


0,288 


6612 


41994 


2189 




5814 


34626 


3413 


0,289 


6660 


42302 


3853 




5853 


34856 


4068 


0,290 


6708 


42611 


5521 




5893 


35087 


4721 


0,291 


6756 


42922 


7191 


5932 


35319 


5374 


0,292 


6804 


43233 


0,378865 




5972 


35552 


6025 


0,293 


6852 


43547 


0,380542 




6012 


35785 


6676 


0,294 


6901 


43861 


2222 




6052 


36019 


7326 


0,295 


6950 


44177 


3906 




6092 


36253 


7975 


0,296 


6999 


44493 


5593 


6132 


36489 


8623 


0,297 


7048 


44812 


7283 




6172 


36725 


9271 


0,298 


7097 


45131 


0,388977 




6213 


36961 


0,239917 


0,299 


7147 


45452 


0,390673 




6253 


37199 


0,240563 


0,300 


7196 


45774 


2374 




6294 


37437 


1207 



10 






TAFEL IL 








h 


log yy 




h 


log yy 




h 


log yy 


0,0120 


0,0113417 


0,0160 


0,0150202 


0,0200 


0,0186501 


21 


4343 




61 


1115 




Ol 


7403 


22 


5268 




62 


2028 




02 


8304 


23 


6193 




63 


2941 




03 


0,0189205 


! *4 


7118 




64 


3854 




04 


0,0190105 


25 


8043 




65 


4766 




05 


1005 


{ 26 


8967 


66 


5678 


06 


1905 


27 


0,0119890 




67 


6589 




07 


2805 


1 28 


0,0120814 




68 


7500 




08 


3704 


! 29 


1737 




69 


841 1 




09 


4603 


! 30 


2660 




70 


0,0159322 




10 


5502 


31 


3582 


71 


0,0160232 


11 


6401 


32 


4505 




72 


1142 




12 


7299 


! 33 


5427 




73 


2052 




13 


8197 


34 


6348 




74 


2961 




14 


9094 


35 


7269 




75 


3870 




»5 


0,0199992 


36 


8190 


76 


4779 


16 


0,0200889 


37 


0,0129111 




77 


5688 




17 


1785 


38 


0,0130032 




78 


6596 




18 


2682 


39 


0952 




79 


7504 




19 


3578 


40 


1871 




80 


8412 




20 


4474 


41 


2791 


81 


0,0169319 


21 


5369 


1 42 


3710 




82 


0,0170226 




22 


6264 


43 


4629 




83 


"33 




23 


7159 


44 


5547 




84 


2039 




24 


8054 


i +5 


6465 




85 


2945 




25 


8948 


46 


7383 


86 


3851 


26 


0,0209842 


47 


8301 




87 


4757 




27 


0,0210736 


48 


0,0139218 




88 


5662 




28 


1630 


49 


0,0140135 




89 


6567 




29 


2523 


50 


1052 




90 


7471 




30 


3416 


51 


1968 


91 


8376 


31 


4309 


! 52 


2884 




92 


0,0179280 




32 


5201 


1 53 


3800 




93 


0,0180183 




33 


6093 


54 


4716 




94 


1087 




34 


6985 


55 


5631 




95 


1990 




35 


7876 


56 


6546 


96 


2893 


36 


8768 


57 


7460 




97 


3796 




37 


0,0219659 


58 


8374 




98 


4698 




38 


0,0220549 


59 


0,0149288 




0,0199 


5600 




39 


1440 


1 0,0160 

1 


0,0150202 




0,0200 


0,0186501 




0,0240 


0,0232330 



12 






TAFEL IL 








h 


log y;/ 




h 


log yy 




h 


log yy 


0,0360 


0,0327120 


0,040 


0,0361192 


0,080 


0,0681057 


61 


7976 




0,041 


69646 




0,081 


88612 


62 


8833 




0,042 


78075 




0,082 


0,0696146 


63 


0,0329689 




0,043 


86478 




0,083 


0,0703661 


64 


0,0330546 




0,044 


0,0394856 




0,084 


11157 


65 


1401 




0,045 


0,0403209 




0,085 


18633 


66 


2257 


0,046 


"537 


0,086 


26090 


67 


3112 




0,047 


19841 




0,087 


33527 


68 


3967 




0,048 


28121 




0,088 


40945 


69 


4822 




0,049 


36376 




0,089 


48345 


70 


5677 




0,050 


44607 




0,090 


55725 


71 


6531 


0,051 


52814 


0,091 


63087 


1 72 


7385 




0,052 


60997 




0,092 


70430 


73 


8239 




0,053 


69157 




0,093 


77754 


74 


9092 




0,054 


77294 




0,094 


85060 


75 


0,0339946 




0,055 


85407 




0,095 


92348 


76 


0,0340799 


0,056 


0,0493496 


0,096 


0,0799617 


77 


1651 




0,057 


0,0501563 




0,097 


0,0806868 


78 


2504 




0,058 


09607 




0,098 


14101 


79 


3356 




0,059 


17628 




0,099 


21316 


80 


4208 




0,060 


25626 




0,100 


28513 


81 


5059 


0,06 1 


33602 


0,101 


35693 


82 


5911 




0,062 


41556 




0,102 


42854 


' 83 


6762 




0,063 


49488 




0,103 


49999 


84 


7613 




0,064 


57397 




0,104 


57125 


85 


8464 




0,065 


65285 




0,105 


64235 


86 


0,0349314 


0,066 


73150 


0,106 


71327 


87 


0,0350164 




0,067 


80994 




0,107 


78401 


88 


1014 




0,068 


88817 




0,108 


85459 


89 


1864 




0,069 


0,0596618 




0,109 


92500 


90 


2713 




0,070 


0,0604398 




0,110 


0,0899523 


91 


3562 


0,071 


12157 


0,111 


0,0906530 


92 


441 1 




0,072 


19895 




0,112 


13520 


93 


5259 




0.073 


27612 




0,113 


20494 


94 


6108 




0,074 


35308 




0,114 


27451 


95 


6956 




0,075 


42984 




0,115 


34391 


96 


7804 


0,076 


50639 


0,116 


41315 


97 


8651 




0,077 


58274 




0,117 


48223 


98 


0,0359499 




0,078 


65888 




0,118 


55 "4 


0,0399 


0,0360346 




0,079 


73483 




0,119 


61990 


0,0400 


0,0361192 




0,080 


0,0681057 




0,120 


0,0968849 



14 






TAFEL IL 








h 


log yy 




h 


log yy 




h 


log yy 


0,240 


0,1695092 


0,280 


0,1903220 


0,320 


0,2098315 


0,241 


0,1700470 




0,281 


08249 




0,321 


0,2103040 


0,242 


05838 




0,282 


13269 




0,322 


07759 i 


0.243 


II 197 




0,283 


18281 




0,323 


12470 1 


0,244 


16547 




0,284 


23286 




0,324 


17174 1 


0,245 


21887 




0,285 


28282 




0,325 


21871 


0,246 


27218 


0,286 


33271 


0,326 


26562 


0,247 


32540 




0,287 


38251 




0,327 


31245 ! 


0,248 


37853 




0,288 


43224 




0,328 


35921 


0,249 


43156 




0,289 


48188 




0,329 


40591 


0,250 


48451 




0,290 


53H5 




0,330 


45253 


0,251 


53736 


0,291 


58094 


0,331 


49909 


0,252 


59013 




0,292 


63035 




0,332 


54558 


0,253 


64280 




0,293 


67968 




0,333 


59200 [ 


0,254 


69538 




0,294 


72894 




0,334 


63835 1 


0,255 


74788 




0,295 


77811 




0,335 


68464 1 


0,256 


80029 


0,296 


82721 


0,336 


73085 


0,257 


85261 




0,297 


87624 




0,337 


77700 1 


0,258 


90484 




0,298 


92518 




0,338 


82308 


0,259 


0,1795698 




0,299 


0,1997406 




0,339 


86910 1 


0,260 


0,1800903 




0,300 


0,2002285 




0,340 


91505 ! 

1 


0,261 


06100 


0,301 


07157 


0,341 


0,2196093 


0,262 


11288 




0,302 


12021 




0,342 


0,2200675 


0,263 


16467 




0,303 


16878 




0,343 


05250 


0,264 


21638 




0,304 


21727 




0,344 


09818 


0,265 


26800 




0,305 


26569 




0,345 


14380 


0,266 


31953 


0,306 


31403 


0,346 


18935 


0,267 


37098 




0,307 


36230 




0,347 


23483 


0,268 


42235 




0,308 


41050 




0,348 


28025 


0,269 


47363 




0,309 


45862 




0,349 


32561 


0,270 


52483 




0,310 


50667 




0,350 


37090 


0,271 


57594 


0,311 


55464 


0,351 


41613 j 


0,272 


62696 




0,312 


60254 




0,352 


46130 


0,273 


67791 




0,313 


65037 




0,353 


50640 


0,274 


72877 




0,314 


69813 




0,354 


55143 


0,275 


77955 




0,315 


74581 




0,355 


59640 1 


0,276 


83024 


0,316 


79342 


0,356 


64131 


0,277 


88085 




0,317 


84096 




0,357 


68615 ' 


0,278 


93138 




0,318 


88843 




0,358 


73093 


0,279 


0,1898183 




0,319 


93582 




0,359 


77565 


0,280 


0,1903220 




0,320 


0,2098315 




0,360 


0,2282031 
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TAFEL IL 








h 


•og yy 




h 


log yy 




h 


log yy 


0,480 


0,2777272 


0,520 


0,2926864 


0,560 


0,3069938 


0,481 


81096 




0,521 


30518 




0,561 


73437 


0,482 


84916 




0,522 


34168 




0,562 


76931 


0,483 


88732 




0,523 


37813 




0,563 


80422 


0,484 


92543 




0,524 


41455 




0,564 


83910 


0,485 


0,2796349 




0,525 


45092 




0,565 


87394 


0,486 


0,2800151 


0,526 


48726 


0,566 


90874 


0,487 


03949 




0,527 


52355 




0,567 


94350 


0,488 


07743 




0,528 


55981 




0,568 


0,3097823 


0,489 


11532 




0,529 


59602 




0,569 


0,3101292 


0,490 


15316 




0,530 


63220 




0,570 


04758 


0,491 


19096 


0,531 


66833 


0,571 


08220 


0,492 


22872 




0,532 


70443 




0,572 


11678 1 


0,493 


26644 




0,533 


74049 




0,573 


15133 


0,494 


3041 1 




0,534 


77650 




0,574 


18584 


0,495 


34173 




0,535 


81248 




0,575 


22031 


0,496 


37932 


0,536 


84842 


0,576 


25475 


0,497 


41686 




0,537 


88432 




0,577 


28915 


0,498 


45436 




0,538 


92018 




0,578 


32352 


0,499 


49181 




0,539 


95600 




0,579 


35785 


0,500 


52923 




0,540 


0,2999178 




0,580 


39215 


0,501 


56660 


0,541 


0,3002752 


0,581 


42641 


0,502 


60392 




0,542 


06323 




0,582 


46064 


0,503 


64121 




0,543 


09890 




0,583 


49483 


0,504 


67845 




0,544 


13453 




0,584 


52898 


0,505 


71565 




0,545 


17011 




0,585 


56310 


0,506 


75281 


0,546 


20566 


0,586 


59719 


0,507 


78992 




0,547 


24117 




0,587 


63124 1 


0,508 


82700 




0,548 


27664 




0,588 


66525 


0,509 


86403 




0,549 


31208 




0,589 


69923 


0,510 


90102 




0,550 


34748 




0,590 


73318 1 


0,511 


93797 


0,551 


38284 


0,591 


76709 


0,512 


0,2897487 




0,552 


41816 




0,592 


80096 


0,513 


0,2901174 




0,553 


45344 




0,593 


83481 i 


0,514 


04856 




0,554 


48869 




0,594 


86861 


0,515 


08535 




0,555 


52390 




0.595 


90239 


0,516 


12209 


0,556 


55907 


0,596 


93612 


0,517 


15879 




0,557 


59420 




0,597 


0,3196983 


0,518 


19545 




0,558 


62930 




0,598 


0,3200350 


0,519 


23207 




0,559 


66436 




0,599 


03714 1 


0,520 


0,2926864 




0,560 


0,3069938 




0,600 


0,3207074 
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TAFEL m. 






X oder z 


{ 


f 




X oder z 


S 


f 


0,080 


0,0003835 


0,0003496 


0,120 


0,0008845 


0,0007698 


0,081 


3934 


3582 




0,121 


8999 


7822 


0,082 


4034 


3669 




0,122 


9154 


7948 


0,083 


4136 


3757 




0,123 


9311 


8074 


0,084 


4239 


3846 




0,124 


9469 


8202 


0,085 


4343 


3936 




0,125 


9628 


8330 


0,086 


4448 


4027 


0,126 


9789 


8459 


0,087 


4555 


41 19 




0,127 


0,0009951 


8590 


0,088 


4663 


4212 




0,128 


0,0010115 


8721 


0,089 


4773 


4306 




0,129 


0280 


8853 


0,090 


4884 


4401 




0,130 


0447 


8986 


0,091 


4996 


4496 


0,131 


0615 


9120 


0,092 


5109 


4593 




0,132 


0784 


9255 


0,093 


5224 


4691 




0,133 


0955 


9390 


0,094 


5341 


4790 




0,134 


1128 


9527 


0,095 


5458 


4890 




0,135 


1301 


9665 


0,096 


5577 


4991 


0,136 


1477 


9803 


0,097 


5697 


5092 




0,137 


1654 


0,0009943 


0,098 


5819 


5195 




0,138 


1832 


0,0010083 


0,099 


5942 


5299 




0,139 


2012 


0224 


0,100 


6066 


5403 




0,140 


2193 


0366 


0,101 


6192 


5509 


0,141 


2376 


0509 


0,102 


6319 


5616 




0,142 


2560 


0653 


0,103 


6448 


5723 




0,143 


2745 


0798 


0,104 


6578 


5832 




0,144 


2933 


0944 


0,105 


6709 


5941 




0,145 


3121 


1091 


0,106 


6842 


6052 


0,146 


33" 


1238 


0,107 


6976 


6163 




0,147 


3503 


1387 


0,108 


7111 


6275 




0,148 


3696 


1536 


0,109 


7248 


6389 




0,149 


3891 


1686 


0,110 


7386 


6503 




0,150 


4087 


1838 


0,111 


7526 


6618 


0,151 


4285 


1990 


0,1 12 


7667 


6734 




0,152 


4484 


2143 


0,113 


7809 


6851 




0,153 


4684 


2296 


0,114 


7953 


6969 




0,154 


4886 


2451 


0,115 


8098 


7088 




0,155 


5090 


2607 


0,116 


8245 


7208 


0,156 


5295 


2763 


0,117 


8393 


73«9 




0,157 


5502 


2921 


0,118 


8542 


7451 




0,158 


5710 


3079 


0,119 


8693 


7574 




0,159 


5920 


3238 


0,120 


0,0008845 


0,0007698 




0,160 


0,0016131 


0,0013398 
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TAFEL III. 



i X oder z 


{ 


! i 




X oder z 


1 


f 


0,240 


0,0038289 


1 0,0028939 


0,270 


0,0049485 


0,0036087 


0,241 


8635 


I 9166 




0,271 


0,0049888 


6337 


0,242 


8983 


9394 




0,272 


0,0050292 


6587 


0,243 


9333 


9623 




0,273 


0699 


6839 


0,244 


0,0039685 


1 0,0029852 




0,274 


1107 


7091 


0,245 


0,0040039 


0,0030083 




0,275 
0,276 


1517 


7344 


0,246 


0394 


0314 


1930 


7598 


0,247 


0752 


0545 




0,277 


2344 


7852 


0,248 


IUI 


0778 




0,278 


2760 


8107 


0,249 


1472 


100 1 




0,279 


3178 


8363 


0,250 


1835 


1245 




0,280 


3598 


8620 


0,251 


2199 


1480 


0,281 


4020 


8877 


0,252 


2566 


1716 




0,282 


4444 


9135 


0,253 


2934 


1952 




0,283 


4870 


9394 


0,254 


3305 


2189 




0,284 


5298 


9654 


0,255 


3677 


2427 




0,285 


5728 


0,0039914 


0,256 


4051 


2666 


0,286 


6160 


0,0040175 


0,257 


4427 


2905 




0,287 


6594 


0437 


0,258 


4804 


3H6 




0,288 


7030 


0700 


0,259 


5184 


3387 




0,289 


7468 


0963 


0,260 


5566 


3628 




0,290 


7908 


1227 


0,261 


5949 


3871 


0,291 


8350 


1491 


0,262 


6334 


4114 




0,292 


8795 


1757 


0,263 


6721 


4358 




0,293 


9241 


2023 


0,264 


7111 


4603 




0,294 


0,0059689 


2290 


0,265 


7502 


4848 




0,295 


0,0060139 


2557" 


0,266 


7894 


5094 


0,296 


0591 


2826 


i 0,267 


8289 


5341 




0,297 


1045 


3095 


0,268 


8686 


5589 




0,298 


1502 


3364 


[ 0,269 


9085 


5838 




0,299 


i960 


3635 


1 0,270 


0,0049485 


0,0036087 




0,300 


0,0062421 


0,0043906 



22 Anhang. 

5^ 7,080 9490 20,876 63 .... 1,3 19 6604 

WV16875 2,1534942 9,2344432 

Const. Logarithme = 9,2344432 2,085 2172 

Also 3P = 4,1704344 
P = 1,390 1448 
Mit den kleinen Tafeln findet sich daraus 

B' = 0,01806 C = 1,39616 

J5" = 0,017 81 C"= 1,39608 

womit die Rechnung schon steht, und A = 1,37827 wird. Matthiessen's Tafel giebt genauer 
A = 1,378 2739. Die weitere Rechnung wird dann 

A = 1,3782739 

3 0.4771^13 

1*8553952 

0,9276976 = logteng83® iS'49"53 
und die wahre Anomalie =166 31 39,06 
Ferner gehört zu A* = i>855 3952 
B* = 0,0060170 

q 8,0539660 

Logarithme des radius vector = 9,9153782 
Man sieht übrigens, dass diese Methode nichts weiter ist, als eine indirecte Auflösung der 
bekannten cubischen Gleichung zwischen der Tangente der halben Anomalie und der Sectorfläche 
und zugleich, dass meine, oder für schärfere Rechnung die Matthi esse nasche Logarithmentafel 
auf ganz ähnliche Weise zu einer sehr bequemen Aufßndung aller reellen Wurzeln jeder 
algebraischen Gleichung, die nicht mehr als drei effective Glieder hat, 
benutzt werden kann, wie ich in Beziehung auf die quadratische Gleichung unlängst bei der 
letzten Ausgabe der Vegaschen Logarithmentafel schon gezeigt habe. 



n. 

Tafel aus dem ersten Bande der Pariser Annalen. 

Statt der sehr umfangreichen Bark er 'sehen Tafel und der dazu erforderlichen Httlfo- 
tafel, wenn t; sich 180^ nähert, ist hier die im ersten Bande der Annalen der kaiserlichen 
Sternwarte zu Paris befindliche Tafel zum Abdrucke gebracht. 

Bezeichnet q = ^p =: den Perihelabstand in der Parabel, v = die wahre Anomalie, 
t = die Zeit vor oder seit dem Periheldiirchgange, ju = die (in der Regel = o zu setzende) 
Masse des in der Parabel sich bewegenden Himmelskörpers, log A; = 8,085 0664436, so ist 

r=«|/i-i^, und man hat tang J^ v -f- 4. tang J^ v' = kT^ T = -^ {i^Ar^g^v^Ung^v^). 

q ^ 3« 

Setzt man den Werth für k in diese letzte Gleichung, so wird 

r= 27,403 89544 (3 tangj^v-ftang^v^») = 1,0961 55816 (75 tang^v-f 25 tangfi?*), 
und daher, wenn man V = 0,912279061 setzt, 75 tang^v-|- 25 tang^v' = kT'^ wobei 
log k' = 9,9601 277069. 

Die Barker 'sehe Tafel giebt k'T für das Argument v. Die mittlere tägliche Bewegung 
oder die in der Barker*8chen Tafel mit M bezeichnete Grösse wird durch die Pariser Tafel 
für einen beliebigen Werth von v erbalten, wenn man den entsprechenden Werth von T mit kf 
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Anhang. 



T. 


»0 


log^, 


logA, 


log-^j 


o 


0* o'o",oo 


4- 3,7005216 


— 0,00000 


— 9,695 


2 


2 47 11,83 


3,7000079 


0,47160 


9,691 


4 


5 34 0,00 


3,6984710 


0,76930 


9.681 


6 


8 20 1,19 


3,695 9236 


0,93987 


9,664 


8 


11 4 52,82 


3,692 3863 


1,05702 


9,641 


lO 


13 48 13,31 


+ 3,687 8872 


— 1. 14430 


— 9,610 


12 


i6 29 42,39 


3,6824613 


1,21171 


9,571 


H 


19 9 1,36 


3,676 1493 


1,26497 


9.525 


i6 


21 45 53,23 


3,6689972 


1,30744 


9.470 


i8 


24 20 2,89 


3,661 0547 


1,34135 


9,405 


20 


26 51 17,15 


+ 3,652 3748 


— 1,36825 


— 9.329 


22 


29 19 24,78 


3,6430121 


1,39829 


9,239 


24 


31 44 16,52 


3,6330224 


1.40535 


9,130 


26 


34 5 44,97 


3,6224621 


1,41714 


8,994 


28 


36 23 44,51 


3,6113863 


1,42520 


8,814 


30 


38 38 ",23 


+ 3,5998496 


— 1,43003 


- 8.538 


32 


40 49 2,74 


3,5879044 


1,43201 


— 7.847 


34 


42 56 t8,02 


3,5756011 


1,43149 


+ 8,237 


36 


44 59 57,33 


3,5629877 


1,42877 


8,585 


38 


47 2,00 


3,550 109 1 


1,42410 


8,753 


40 


48 56 34,33 


+ 3,5370077 


— 1.41772 


4- 8,857 


42 


50 49 37,39 


3,5237227 


1,40983 


8,928 


44 


52 39 14.95 


3,5102905 


1,40060 


8,978 


46 


54 25 31,32 


3,4967444 


1,39020 


9,013 


48 


56 8 31,24 


3.483 "49 


1,37878 


9,038 


50 


57 48 19,82 


+ 3,4694297 


— 1,36645 


-f 9,056 


52 


59 25 2,41 


3,4557140 


1,35333 


9.067 


54 


60 58 44.53 


3,441 9903 


1,33952 


9,073 


56 


62 29 31,82 


3,428 2790 


1,32512 


9,076 


58 


63 57 29,99 


3,4145981 


1,31021 


9,075 


60 


65 22 44,74 


+ 3,4009637 


— 1,29486 


+ 9,071 


\i 


68 5 26,60 


3.373 8900 


1,26308 


9,056 


68 


70 38 21,86 


3,347 1520 


1,23025 


9,035 


72 


73 2 13.17 


3,3208214 


1,19672 


9,008 


76 


75 17 40,91 


3,2949510 


1,16277 


8,978 


80 


77 25 22,94 


+ 3,2695785 


— 1,12863 


+ 8,945 


84 


79 25 54.44 


3,2447291 


1,09447 


8,910 


88 


81 19 47,97 


3,2204185 


1,06044 


8,874 


92 


83 7 33,52 


3,1966546 


1,02665 


8,837 


96 


84 49 38,62 


3,1734393 


0,99319 


8,798 
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Anhang. 



T, 


*>(. 


log^. 


log^ 


log A 


340 


124" 12' 25"97 


+ 2,3810379 


— 9,72387 


+ 7,116 


i 35° 


124 51 38,87 


2,362 1918 


9,69219 


7,072 


360 


125 29 13,25 


2,343 8873 


9,66139 


7,029 


370 


126 5 15,87 


2,3260956 


9,63142 


6,987 


380 


126 39 52,85 


2,308 7898 


9,60224 


6,947 


390 


127 13 9,75 


+ 2,2919450 


— 9,57381 


+ 6,907 


400 


127 45 11,66 


2,275 5384 


9,54610 


6,868 


420 


128 45 48,63 


2,2439555 


9,49269 


6,794 


440 


129 42 16,43 


2,2138871 


9,44176 


6,723 


460 


130 35 2,66 


2,185 1991 


9,39310 


6,655 


480 


131 24 30,82 


+ 2,1577741 


— 9,34654 


+ 6,589 


500 


133 II 1,09 


2,131 5086 


9,30188 


6,527 


520 


132 54 50,84 


2,1063114 


9,25901 


6,467 


540 


133 36 I5>i9 


2,082 lOII 


9,21777 


6,409 


560 


134 15 27,33 


-j- 2,0588051 


— 9,17805 


+ 6,353 


580 


134 52 38,80 


2,0363588 


9,13976 


6,299 


600 


135 27 59,81 


2,0147037 


9,10278 


6,247 


640 


136 33 45,52 


2,973 5615 


9,03246 


6,148 


680 


137 33 45,39 


1,935 0140 


8,96649 


6,05s 


720 


138 28 48,27 


4- 1,8987593 


— 8,90438 


4- 5,968 


760 


139 19 33,81 


1,864 5446 


8,84571 


5,885 


800 


140 6 34,57 


1,832 1564 


8,79012 


5,807 


850 


141 45,22 


1,793 9648 


8,72451 


5,714 


900 


141 50 30,05 


1,7580440 


8,66275 


5,627 


950 


142 36 24,37 


-f 1,7241428 


— 8,60441 


4- 5.544 


1000 


143 18 57,20 


1,692 0492 


8,54915 


5,466 


1050 


143 58 32,66 


1,661 5826 


8,49665 


5,392 


1100 


144 35 30,95 


1,6325881 


8,44666 


5,321 


II 50 


145 10 9,20 


1,6049315 


8,39896 


5,254 


1200 


145 42 41,98 


-f 1,5784963 


— 8,35333 


+ 5,189 


1250 


146 13 21,82 


1,5531804 


8,30962 


5,127 


1300 


146 42 19,55 


1,5288937 


8,26767 


5,068 


1350 


147 9 44,57 


1,5055568 


8,22735 


5,011 


1400 


H7 35 45," 


1,483 0989 


8,18853 


4,956 


1450 


148 28,40 


-f 1,4614567 


— 8,15110 


+ 4,903 


1 1500 


148 24 0,83 


1,4405738 


8,11498 


4,851 


1600 


H9 7 55,10 


1,4008865 


8,04631 


4,754 


1700 


149 48 6,25 


1,363 6849 


7,98190 


4,663 


1800 


150 25 5,10 


1,3286785 


7,92126 


4,576 
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Anhang. 



^» 


^'ö 


log A, 


log A^ 


log ^S 


13000 


i65** 8' 42' 90 


+ 0,1465042 


— 5,86343 


+ 1,646 


! 14000 


165 30 55,26 


0,1029147 


5,78733 


1,538 


15000 


165 51 4,63 


0,062 3627 


5,71652 


1,437 


16000 


166 9 29,58 


0,0244528 


5,65032 


1,342 


. 17000 

1 


166 26 24,88 


9,988 8624 


5,58817 


1,254 


18000 


166 42 2,53 


+ 9,9553241 


— 5,52959 


4- i,»70 


19200 


166 59 18,90 


9,9174751 


5,46348 


1,076 


20400 
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m- 

Sclireiben des Hei-m Martli, Observators an der Sternwarte zu Durham, an 
den Herausgeber der iVstronomisclien Nachrichten (Nr. 1016). 

Das Gau8 8*sche Verfahren, die Ortscoordinateii in einer Ellipse von starker Excen- 
tricität zu bestimmen, lässt bekanntlich nichts zu wünschen übrig. Indessen ist die damit ver- 
bundene Rechnung nicht ganz angenehm und in Folge davon wird sie, wenn ich mich nicht 
irre, von einigen Astronomen selbst in solchen Fällen vermieden, in welchen die gewöhnlicheren 
Methoden Resultate von zweifelhafter Zuverlässigkeit ergeben. Die Rechnung lässt sich aber 
nicht unwesentlich erleichtern, wenn man die Mühe, die darin vorkommenden Grössen 

(1 — 4^ -4 -|- C)~* und ZL\aX.o ~ ^^ ^^^ Zeichen der T h e o r. m o t.) in diesen Formen jedes- 
mal speciell zu berechnen, durch eine einfache Uülfstafel beseitigt. Denn so unbedeutend diese 
Mühe in einem einzelnen Falle ist, so wird sie, wenn man eine Reihe von Werthen zu be- 
stimmen hat, wegen der von B abhängigen, wiederholten Näheningen und der damit wieder- 
kehrenden Interpolationen, doch etwas lästig, verursacht zum wenigsten völlig vermeidbaren 
Zeitverlust. Nicolai hat vor langen Jahren eine kleine specielle Hülfstafel bei Gelegenheit 
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Man hat die erste oder zweite Form der Gleichung anzuwenden, je nachdem — =- kleiner 
oder grösser als 2 ist. a* 

Die zweite llülfstafel, die ich beilege, erspart alles überflüssige Suchen, indem man 
daraus den Werth von log z (auf 4 oder am Scliluss auf 3 Stellen) entnehmen kann, der zum 

Argument log — j- in der ersten oder dritten Spalte gehört. Zu diesem log z und ebenso zu 

dem nächsten Tafelargument der Additionslogarithmen berechnet man dann die genauen Werthe 
von log (j^l z ^) oder resp. log {\z\ z^) und erhält damit durch eine einfache Interpolation den 
scharfen, zu log —3- gehörigen Werth von log z. 

Das altbekannte directe Verfahren, die cubischc Gleichung goniometrisch aufzulösen 
(welches Herr Professor Grunert, wie ich beiläufig anmerke, zum Gegenstand eines besonderen 
Aufsatzes in den Astr. Nachr. gemacht hat'), ist wohl nur in solchen Fällen nicht unvortheilhaft, 
in welchen die Benutzung der Barker'schen Tafel weitläuftig wird und in welchen man es 
somit in einer Form anwenden darf, die das sonst nöthige neue Aufschlagen der trigonometrischen 
Tafeln erspart, nämlich ih der Form x^ -\-ax — h = o 

-f(7-)* = tang<p 
|/ tang — = sin ^ 



X 



cos 



V- 



sin if/ ^ 3 
Verliert bei kleinem — der Uebergang von siny auf cos^^' zu sehr an Sicherheit, so 



a 



ist die Anwendung der Bark er 'sehen Tafel offenbar wieder zweckmässiger. Das indirecte Ver- 
fahren vereinigt bei grosser Bequemlichkeit, mit dem Vorzuge immer mit Leichtigkeit anwendbar 
zu sein, auch den, immer möglichst scharfe Resultate zu geben und ich halte es daher, wenigstens 
für den gegenwärtigen Zweck fiir das vortheilhafteste. 

Die vollständigen Rechnungs Vorschriften, denen ich folge, um in dem der Sonne näheren 
Theile einer elliptischen Cometenbahn die Ortscoordinaten mit Genauigkeit zu bestimmen, gestal- 
ten sich nun folgendermaassen : 

Es sei a die halbe grosse Axe der Bahn, q die Periheldistanz, e die Excentricität, 

£ die Abweichung der Excentricität von der Einheit, also — = i — e = t\ es sei ferner v die 

wahre Anomalie, r der radius vector, t die in mittleren Sonnentagen ausgedrückte, seit dem 
Periheldurchgange verflossene Zeit — so hat man zunächst die Constanten a', /5' / zu berechnen, 
nach den Formeln ^ __. 3 e 



10 



k I k 



xVaß' V^'^ ^^ 






= K-^=:=1/'' 



•i + 9e 



log 



y^ = 8,0850664.5 

logp^ = 7^346 5058. 3 



*) Astronomischo Nachrichten Nr. 806. 
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[878 
[890 
1903 
1915 
1927 

^939, 

1952 

1964 

1977 
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2A 

!o,320 
321 
322 

323 

324 
325 

326 

327 
328 
329 



0,330 
331 
332 

333 
334 
335 
336 

337 
338 
339 



0,340 

341 
342 
343 
344 
345 
346 

i 347 
! 348 
349 



I 




log a 

029 4340 
029 5315 
029 6291 
029 7267 
029 8243 

029 9220 

030 0197 
030 II 74 
030 2151 
030 3129 



030 4108 
030 5087 
030 6066 
030 7045 
030 8025 
030 9006 

030 9986 

031 0967 



031 
031 



1949 
2931 



031 3913 
031 4896 
031 5879 
031 6862 
031 7846 
031 8830 

031 9814 

032 0799 
032 1784 
032 2770 



032 3756 
032 4742 
032 5729 
032 6716 
032 7703 
032 8691 

032 9679 

033 0668 
033 1657 
033 2646 

033 3636 



975 
976 
976 
976 

977 
977 
977 
977 
978 

979 

979 
979 
979 
980 
981 
980 
981 
982 
982 

982 

983 
983 
983 
984 
984 
984 
985 
985 
986 



log V 

036 5339; 
036 6541 1 
036 7744 I 

036 8947 I 

037 0150! 

037 1353: 

037 2557 I 
037 3762 I 

037 4967 ! 
037 6172 



037 7377 
037 8583 

037 9790 

038 0997 
038 2204 
038 3412 
038 4620 
038 5828 
038 7037 
038 8246 



986 
987 
987 
987 



989 
989 
989 

990 



038 9456 

039 0666 
039 1877 
039 3088 
039 4299 
039 5511 
039 6723 

039 7935 

039 9148 

040 0362 



986 !- — 



040 1576 
040 2790 
040 4004 
040 5219 
040 6435 
040 7651 

040 8867 

041 0084 
041 1301 
041 2519 

041 3736 



202 
203 
203 
203 
203 
204 
205 
205 
205 

205 

206 
207 
207 
207 
208 
208 
208 
209 
209 

210 

2IO 
211 
211 
211 
212 
212 
212 

214 

214 

214 
214 

216 
216 
216 

217 

ai7 
218 

1217 



logß 

1977 
1990 
2003 
2015 
2028 
2041 
2054 
2067 
2080 
2093 



2106 
2II9 
2132 
2145 
2158 
2171 
2184 
2197 
22II 
2224 



2238 
2251 
2265 

2278 
2292 

2305 
2319 

2333 
2347 
2360 



2374 
2388 
2402 
2416 
2430 
2444 
2458 
2472 
2486 
2500 



2515 



2A 

0,360 
361 
362 
363 
364 
36s 
366 
367 
368 
369 



0,370 

371 

372 

373 
374 
375 
376 

377 
378 

379 



0,380 

381 
382 

383 

384 

385 
386 

387 
388 

389 



0,390 
391 
392 
393 
394 
395 
396 
397 
398 
399 

0,400 



log a 

033 3636 
033 4626 

033 5617 
033 6608 
033 7599 
033 8591 

033 9583 

034 0575 
034 1568 
034 2561 



034 3555 
034 4549 
034 5543 
034 6538 
034 7533 
034 8528 

034 9524 
03s 0520 

035 1517 
035 2514 



035 3512 
035 4509 
035 5507 
035 6506 

035 7505 
035 8505 

035 9505 

036 0505 
036 1505 
036 2506 



036 3507 
036 4509 
036 5511 
036 6514 
036 7517 
036 8520 

036 9524 

037 0528 
037 1532 
037 2537 

037 3542 



990 
991 
991 
991 
992 
992 
992 

993 
993 

994 

994 
994 
995 
995 
995 
996 
996 
997 
997 

998 

997 
998 

999 
999 

1000 
1000 
1000 
1000 

lOOI 
lOOI 

1002 
1002 
1003 
1003 
1003 
1004 
1004 
1004 
1005 

1005 



log V 

041 3736 

041 4955 
041 6174 
041 7393 
041 8612 

041 9832 

042 1053 
042 2274 
042 3495 
042 4717 



042 5939 
042 7 161 
042 8384 

042 9608 

043 0831 
043 2055 
043 3280 
043 4505 
043 5731 
043 6957 



043 8183 

043 9410 

044 0637 
044 1864 
044 3092 
044 4321 
044 5550 
044 6779 
044 8009 
044 9239 



045 0469 
045 1700 
045 2931 
045 4163 
045 5396 
045 6628 
045 7861 

045 9095 

046 0329 
046 1563 

046 2798 



219 
219 
219 
219 

;aao 

[221 



[222 

[222 
1223 
[224 
[I23 
[224 
[225 
[225 



logB 

2515 
2529 
2543 
2557 
2572 
2586 
2601 
2615 
2630 
2645 

2660 
2674 
2689 
2704 
2719 

2734 
2749 



i26 1^764 

226 ^779 
27941 
[226 

[227 
[227 
[227 
[228 
[229 
[229 
[229 
[230 
»30 

[230 I 

[231 



2809 
2824 

2839 
285 + 
2870 
2885 
2900 
2915 
2931 
2946 

I 2962 

231' '977 
[2 2!*993 
^ I 3009 



[233 

[233 
[234 
[234 
[234 

1235 



3025 
3040 
3056 
3072 
3088 
3104 

3120 
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2A 



log 



0,480 1 04s 5259 

481 |04S 6297 

482 ,04s 7335 

483 045 8374 
4841045 9413 

485 ,046 0453 

486 1046 1493 

487 I046 3534 

488 1046 3575 

489 1046 4616 



0,490 
491 

492 

493 
494 

495 
496 

497 
498 

499 



046 5658 

046 6700 
046 7743 
046 8786 

046 9S29 
|047 0873 
,047 1917 
1047 2962 
1047 4007 

047 5053 



0^500 
SOI 



047 6099 

047 7145 

502 |047 8192 

503 047 9339 

504 1048 0287 

505 04S 1335 

506 I048 2384 

00 3433 

048 4482 
048 5532 



507 
508 
509 



0,510 

511 

5T2 
514 



048 

048 
■048 
048 

>49 
|049 



516 1049 

517 |o49 

518 049 

519 ,049 



6582 
7633 

8684 

9736 
0788 
1840 
2893 

3946 
5000 
6054 



log 



0,520 I049 7108 



038 

039 
040 

040 
041 
041 
041 

042 

04 z 

Ö43 
043 
043 
044 
044 
045 
04s 

CI46 
046 
046 

047 
047 
04S 
048 
049 
049 
049 
050 

OSO 

051 

051 

052 
052 
052 

^Sl 

054 

1054 



056 

056 
056 
056 
056 
056 

\0S7 
057 

057 
057 



117t 
117t 

1172 

117; 



2992 

4263 

5534 
6805 
8077 

9349 

X895 "'' 
3168 '^73 

444^ '-'' 



log B 



057 
057 
057 
057 
058 
058 
058 
058 
058 
058 



57^7 
6992 

8267 

9543 
0819 

2096 

3374 
4652 

5930 
720g 



05S 
058 
059 

059 

059 

059 
059 

059 
059 
060 



848S 
9767 



1^75 
1275 
1376 
1276 

1177 
1278 
1278 
127B 
1179 

1179 



"79 
1280 

4890 



6172 

7454 
8737 

002Q 



060 

o5q 
060 
060 
060 
060 
060 
061 
061 
061 



1304 
2588 

3^73 
5158 
6444 

7730 
9016 
0303 
1590 
2878 



1282 
1282 
1283 
1183 



12S4 



061 41 16 



12I4 
1285 
12S5 

J286 
12S6 
12S6 
2287 
1287 
128S 

i2Sä 



4537 
4556 
4576 

4595 
4615 

4^34 

4654 
4674 
4694 
47 H 



4734 
4754 
4774 
4794 
4814 

4834 
4^54 
4S74 
4894 
4914 



4935 
4955 
4976 
4996 
5017 
5037 
5058 
5078 
5099 
5120 



S141 
5161 

S182 
5203 
5224 

5HS 

5266 

5^87 L 
5309L 

5330 r 



lA 



0,520 

521 



log 



049 7I0S 
049 8 163 

522 |049 9219 

523 |050 027s 

524 .050 1331 

525 ,050 2388 

526 I050 3445 

527 1050 4502 

528 1050 5560 

529 050 6618 



o.53<5 
531 
53^ 
533 
534 
535 
536 
537 
538 
539 



050 7677 
050 8737 

050 9796 

051 0S56 

:OSl 1917 
051 2978 

1051 404D 

,051 5102 
051 6164 

,051 7207 



0,540 

541 
542 

543 
544 
545 
546 

547 
548 

549 



051 8290 
,051 9354 
1052 0418 

052 1482 
052 2547 
052 3612 
052 4678 

052 5744 
052 6811 
052 7878 



535» 



0;SSO 052 

55^ '053 

552 =053 

553 053 

554 ;o53 

555 ,053 

556 .053 

557 ;053 

558 053 

559 '053 



8946 

0014 
1082 
2151 
3221 
4290 
5360 

6431 
7502 

8574 



0,560 !o53 9646 



055 
056 
056 
0^6 
057 

^57 
057 

05 S 

058 

059 

060 
059 
c6o 

06 i 
061 
062 
062 
ohz 
0&3 

063 

064 
064 
064 
065 
065 
c66 
066 
067 
067 

068 

d6£ 
06 8 
069 

070 
069 
070 
07^ 

071 
073 



061 
061 
061 
061 
061 
062 
062 
062 
062 
062 



log V 

41I6I 

5455 

Ö745 
8035 
9325 
0616 

1907 

3198 
4490 

5783 



062 
062 
062 
063 
063 
063 
063 
063 
063 
063 



7076 
8369 
9663 
0958 

2253 

3548 
4844 
6140 

7437 
8735 



064 
064 
064 
064 
064 
064 
064 
064 
065 
065 



0032 

1330 
2629 
3928 
5228 
6528 
7829 
9130 
0432 
^734 



1072 



065 
065 
065 
065 
065 
065 
066 
066 
066 
066 



3036 
4339 
5643 

6947 
8251 
9556 

0861 
2167 

3474 
47S1 



-1 



066 6088 



1S9 
290 
190 
290 
291 
291 

:i9i 

292 

193 

94 

^95, 

^9S 

19 s 

296 

396 

197 

»97 

29S1 
299 
299 
:3oo 
1300 
301 
30! 
302 
;3oa 

[303 

£304 
JOS 

[506 

307 
^307 

1307^ 



I log 

5351 

537^ 
5394 
54*5 
5436 

5457 

54791 

5500 

5522 
5544 



^3 



6009 
6031 
6054 

6077 
6100 
6122 

6H5 
6168 
6191 
6214 

6237 



^3 

11 



^3 
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2A I 

0,560 
561 

562 

564 
565 
566 
567 
568 

569 



S7I 
572 

.573 
574 
575 
576 

577 
578 
579 



OjSSo 



log G 

053 9646 

054 0718 
054 1791 
054 2864 

054 3938 
054 5012 
054 6087 
054 7162 
054 8338 
OS4 9314 



05s 0390 
055 1467 

oss 2 544 

05s 3622 
055 4700 

055 5779 
05s 6858 

^55 7938 

055 9018 

056 0098 



056 1179 



107a 
1073 
1073 
1074 
1074 
107s 

1076 
1076 

(076 

1077 
1077 
1078 
1078 
1079 
1079 

loSo 
loSo 



066 
066 
q66 
067 
067 
067 
067 
067 
067 
067 



log V 

6088 1 

7396! 
8704] 

0013 1 

13221 

1632 1 

3942 i 
5253 1 

6564! 
7875 



067 
068 
068 

068 
068 
068 
068 
068 
068 

069 



9187 

0500 
I8I3 

3127 
4441 

5756 
7071 
8386 

9702 
IOI9 



069 2336 



30S 
308 
309 
309 

3 
3 
3 

3 
3 



log B 



6237 
6260 

6283 

6306 

6330 

6353 

6376 
6399 
6423 
6446 



6470 
6493 
6517 
6540 
6564 
6588 
6612 
6636 
6660 
6684 



6708 



2A 

0^580 
581 

582 



056 
056 
056 

583 I056 

584 1056 

585 '056 



586 

587 
588 
589 



0,590 
591 
59^ 
593 
594 
595 
596 

597 
598 

599 



056 
056 
056 
OS7 



log o 

1179 

2260 

334^ 
4425 

5508 

6691 

7674 
8758 

9843 
0928 



057 

057 
057 

OS 7 
057 
057 

057 
057 

058 

058 



2013 

3099 

41S6 
5272 
6359 
7447 
8535 
9624 
0713 
1803 



Oj6oo ' 058 2893 



0S3 

0S3 
0S3 
0S4 
0S5 
0S5 

085 

086 
087 
086 
087 

oSS 
oSS 
089 
089 
090 

090 



069 
069 
069 
069 
069 
069 
070 
070 
070 
070 



log V 

2336 
3653 

497^ 
6290 

7609 

8928 

0248 

1568 

288g 

4211 



070 
070 
070 
070 
071 
071 
071 
071 
071 
071 



5533 
6355, 
8178 1 
9501 

0825 
2150 

3475 
4S00 
6126 
7452 



071 8779 



317 
3«Ä 
319 

319 

310 
|ai 

323 

3^3 

315 
315 

3^6 
3z6 

357 



log B 



6708 
^732 
6756 
6780 
6804 
6828 
685z 
6876 
6901 
6925 



6950 
6974 
6999 
7023 
7048 
7072 
7097 
7122 

7H7 
7:71 



7196 



i4 
14 
24 
-4 
= + 
14 
14 
15 
14 

IS 

15 
^4 
15 
^4 
15 
25 

£4 
15 



\og({z)z-i) 



log z 



l-g({2}.ä) 



log({z}r4) 



log Z 



iog({2}zi) 



0^3010 
2911 
28:1 
2713 
2615 
2517 
2421 
2324 
2229 
2134 



0,2039 

1945 
1852 

1759 
1666 

1575 
1484 

^393 

1303 
1213 

0,1124 



99 

100 
98 
98 

9« 
96 

97 
95 
95 
9S 

94 
93 
91 

93 
9^ 
9' 
9' 
90 
90 

89 



0,00 
0,01 
0,02 

0^03 
0,04 
0,05 

Ojo6 

0,07 
Oj08 

0,09 



OjIO 
0,11 
OjE2 

0,13 

0,14 
0,15 
0,16 
0,17 
0,18 
0,19 



0,3010 

3^11 
3211 

33^3 

3415 

3517 
3621 

37H 
3829 

3934 



0,4039 

4MS 
4253 

4359 
4466 

4575 
4684 

4793 
4903 
5013 

0,5124 



100 
toz 
101 
10^ 
104 
103 
1D5 
105 

105 

106 
t07 
107 
107 
109 
1C9 
109 
110 
110 

m 



0,1124 
1036 
0948 

0861 

0774 
0688 

0602 

0517 
0432 
0348 



0,0264 
o,oi8r 
0,0099 
0,0016 
9i9935 
9.9854 
9.9773 
9.9693 
9.9613 
9i9534 

9.9455 



S8 

u 

«7 
«7 

86 
86 
«5 
85 
84 

84 

S3 
8a 

83 
Ei 
3i 
8r 

So 
to 
79 
79 



0,20 

0,21 
0,22 
0,23 
0,24 

0,25 

0,26 

0,27 
0,28 
0,29 



o,5iH 
5236 

5348 
5461 

5574 
5688 

5802 

5916 

6032 
6148 



0.30 

0,31 
0,32 

0,33 
Oi34 
Oj35 
0,36 

0,37 
0,38 

0.39 
0,40 



0,6264 
6381 
6499 
6616 

6735 

6854 

6973 

7093 
7213 

7334 

0,7455 



iia 

"3 

113 
114 
114 
114 
itS 
Hb 

116 

U7 
rt8 
117 

"9 
119 

ti9 
120 

131 



40 
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log({2}r4} 



9?9455 
9377 
9299 

9122 

9HS 
9069 

8993 
8917 

8842 

8768 



9.8693 
8619 
8546 

8473 

840 T 

8328 
8257 
8185 
8114 
8043 



9.7973 
7903 

7S34 
776s 
7696 
7627 

7559 

7491 

74H 
7357 



9,7290 
7224 

7157 
7092 

7026 

6961 

6896 

6831 

6767 
6703 

9?ß639 



7« 
78 

77 
77 
76 
76 
76 
75 
74 

75 

74 

7i 

73 
7* 
73 
7« 
71 

7> 
7» 

70 

70 
69 

^ 

69 
69 

68 
68 
67 
67 

67 

66 
67 
65 
66 

65 
65 

fi5 
64 
64 

64 



log Z 
0,40 

0,43 
0,44 

0,45 
0,46 

0.47 
0,48 
0,49 



0,50 

0,5 T 

0,52 

0;S3 
0,54 

o,SS 
o,s6 

o>S7 
0,58 
0,59 



0,60 
0,61 
0,62 
0,63 
0,64 
0,65 
Oj66 
0,67 
0,68 
0,69 



0,70 
0,71 

0,72 
0.73 
0,74 
o,7S 

0,76 

0,77 
0,78 
0,79 

Oj8o 



iog{{z}zi) 



o,74S5 

7577 
7^99 

7822 

7945 
8069 

8193 

8317 
8442 
8568 

0,8693 
8819 
8946 

9073 
9201 
9328 
9457 
9585 
9714 
9843 



0,9973 
1^0103 

1,0234 
1,0365 
1,0496 
1,0627 
1,0759 
1,0891 
1,1024 

^1157 



1,1290 

1424 

1557 
1692 

Z826 

1961 

2096 

2231 

2367 

2503 

1,2639 



XZ2r 

"3 
IZ4 

124 
114 

'15 
114 

115 

126 
117 
ja7 
ti8 
117 
1*9 
i*8 
119 
119 

ijo 

»3> 

131 
»32 

13% 

»33 
133 

'33 

134 
'33 
135 
»34 
135 
»35 
13s 
136 

136 
136 



i«g({42-^) 



9,6639 

6575 

6;i2 
6449 
6386 
6324 
6262 
6200 
6t3S 
6076 



9,6015 

S9S+ 
5893 

5832 

577' 
S7I2 

5652 
5S9ä 
5532 
S+73 



9-541+ 
S35S 
5296 

5^37 
5179 

SI2t 
5063 

5005 

4947 
4889 



9*4832 

4775 
4718 
4661 
4604 

4547 
4491 

4434 
4378 
4322 

9,4266 



6 

6 

60 

60 

60 

60 

60 

S9 

59 

59 
59 
59 
58 
58 
58 
58 
58 
58 

S7 

57 
S7 
57 
57 
57 
S6 
57 
56 
56 

J6 



log Z 

0,80 
0,81 
0,82 
0,83 
0,84 
0,8s 
0,86 
0,87 
0,88 
0,89 



0,90 
0,91 
0,92 

0)93 
0,94 

0-95 
0,96 

0.97 
0,98 

0,99 



1,01 

1,02 

1,03 
1,04 

1,05 

1,06 

IiO? 

1,08 

1,09 



1,10 

r,ii 
i,ia 

1,13 
1,14 
1,1 S 
1,16 

1.17 
1,18 
1,19 

j,zo 



log({4z*) 



1,2639 

^775 
2912 

3049 
3186 

3324 
346a 
3600 

3738 
3876 



1,401s 
4154 
4293 
4432 
4S72 
4712 
4852 

499^ 
5132 
5273 



I.S4H 
555S 
5696 

5837 

5979 
6121 

6263 

6405 

6547 
6689 



1^6832 

6975 
7118 

7261 
7404 

7S47 
7691 

7834 
7978 
8122 

1,8266 



136 

137 

'37 
137 
13« 

13a 
138 
13« 
138 

'39 

'39 
'39 
'39 
140 
140 
140 
140 
140 
141 

141 

141 
141 
I4t 
'4* 
14t 
141 
141 

141 

'43 

'43 

143 

'43 
'43 

'43 
144 
'43 
'44 
'44 

144 
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l«g({«}34) 


log z 


^^%{\z\z\) 


log{{4^^) 


log Z 


l0g({3}sJ) 1 


9,4266 

4310 

4'5+ 

4098 


"■^ 


1,20 

1,21 
1,22 
1,23 


1,8266 

8410 

8554 
8698 


'44 

«44 
«44 


9,3 loS 
2055 
2003 
1951 




1,60 
1,61 
1,62 
1,63 


2,4108 
2,4255 
2.4403 
2,4551 


'47 
148 
1+8 


4043 




1,24 


8843 


»45 


1898 




1,64 


2,4698 


'47 
148 
,48 
148 
148 
14g 


3988 

3932 

3877 




1,25 
1,26 

1,27 


8988 
9132 

9277 


'45 

>44 
'45 


1846 

1794 

1742 




1,65 
1,66 
1,67 


2,4846 
2,4994 

2,5142 


3822 




1,28 


9422 


«45 


i6go 




1,68 


2,5290 


3767 




1,29 


9567 


•45 


1638 




1,69 


2,5438 










•45 










9.37" 




^3° 


1,9712 


.4« 


9,1586 




1,70 


2,5586 


148 
,48 
«48 
148 
149 
.4! 
148 
148 


3658 




1.31 


1,9858 


1534 




1,71 


2,5734 


3603 
3549 




1,32 
i>33 


2,0003 
2,0149 


'45 

.46 


1482 
1430 




1.72 
1,73 


2,5882 
2,6030 


3494 
3440 




1.34 
1.35 


2,0294 

2,0440 


'45 
«46 
146 

•45 
146 
146 


1378 
1327 




1,74 
1,75 


2,6178 
1,6327 


3386 
3331 




•i36 

1.37 


2,0586 

2,0731 


I37S 
1223 




1,76 
1,77 


2,6475 
2,6623 


3277 




1,38 


2,0877 


1171 




1,78 


3,6771 


3223 


1)39 


2,1023 


II 20 




1,79 


3,6920 


*49 
I4S , 










•47 




5* 






9.3170 




1,40 


3,1170 


146 
«46 


9,io63 




1,80 


2,7068 




3116 




1.41 


2,1316 i 


0965 


103 


1,82 


2,7365 


^97 


3062 




1,4a - 


2,1462 


0862 


103 


1,84 


2,7662 


*97 


3008 




1,43 


2,1608 


146 


0760 


101 


1,86 


2,7960 


z^B 


295s 




1.44 


2,1755 


»47 
i4« 


0657 


103 


1,88 


2,8257 


197 


2901 




1,45 


2,1901 


0554 


103 


1,90 


2,8554 


m 


2848 




.,46 


2,2048 


147 


0452 


101 


1,92 


2,8852 


198 
19« 


279s 




1,47 


8,2195 


2 47 
146 


0350 




1,94 


2,9150 


2741 




1,48 


2,2341 


0247 


J03 


1,96 


3,9447 


>97 


26S8 




1,49 


2,2488 


J47 


0145 




1,98 


2.9745 


19! 










"47 




101 






19! 


9,263s 




1,50 


2,2635 




9,0043 




2,00 


3,0043 




258z 




1.51 


2,2782 


'47 


8,903 


lOt 


2,20 


3,303 


»99 


2529 




1,52 


2,2929 


*47 


8,802 


101 


2,40 


3,602 


199 


2476 




1.53 


2,3076 


147 


8,7or 


lOt 


2,60 


3,901 


299 


2423 




1,54 


2,3223 


»47 


8,601 


100 


2,80 


4,201 


300 


3371 




1,55 


2,3371 , 


143 


8,500 


lOI 


3,oö 


4,500 


199 


2318 




1,56 


2,3518 


147 


8,400 


100 


3,20 


4,800 


300 


2265 




1,57 


2,3665 


147 
148 


8,300 




3,40 


5,100 




2213 




1,58 


2,3813 


S^aoo 




3,60 


5,400 




2160 




1,59 


2,3960 


147 
14« 


8,100 




3,80 


5,700 






5^ 
















9,2108 




1,60 


2,4108 




8,000 





4,00 


6,000 
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IV. 



Vorscliriften, um aus der gcHjcentrisclicii Länge iind Breite eines Himmelskörpers, 
dem Orte seines Knotens, der Neigung der Bahn, der Länge der Sonne und 
ihrem Abstände von der Erde abzuleiten: des Himmelskörpers heliocentrische 
Länge in der Bahn, tvahren Abstand von der S(mne und wahren Abstand von 
der Erde. Von Dr. Gauss in Braunscliweig. 

(Vcrgl. Art. 74 der Tbcoria motus.) 



Btdeutung der Zeichen, 



Gegeben : 
Q Länge des aufsteigenden Knotens. 
V Länge der Sonne. 

a Geocentrischo Länge des Himmelskörpers. 
fl Geocentrische Breite. 
i Neigung der Bahn. 
R Abstand der Sonne von der Erde. 



Gesucht : 
V heliocentrische Länge des Himmelskörpers 

in der Bahn, 
r "Wahrer Abstand von der Sonne. 
A Wahrer Abstand von der Erde. 

B \ Hülfswiiücel. 
C etc. I 



I. 

cos(r-9)ta«g X = t«ng 4; ^A^^^V^^QL =, tang(«-Q) 
sm(r — a) o » sin(i4-f-t) °^ **' 

,in(r-a)tan g£ _ ^os5sin|^n^-^ _ _ 

cos(F— Ö) ° ' sin(Zif+,5)cosi °^ ^' 

sin(r — Q)tangi3^ _ ^. sin C^ sin ( K- Q) _ ^^^i„_ry\ 

3 sincr-rOlSig i ~" *^"^ ^ ' bl^(C + F- Q) cos i " ^"^ ^^ ^' 

cos(F-Q)tan g|5 _ ^ * r,. sin Z> tangCK-^) cos (F-a) _ _ ^. 

+ cos(F-a)tang i 7" ^"^"^^ ;^ ' sin (Z> + F- a) cos * " ^"^ ^^ ^^ 

Anmerkung. Da Winkel, die um 180" verschieden sind, einerlei Tangenten haben, 
so ist hier noch eine Vorschrift nöthig, wie die durch ihre Tangenten bestimmten Winkel 
A^ Bf C etc. und v — Q angesetzt werden müssen. Den Winkel v — Q hat man allezeit 
zwischen o und 180° anzunehmen, wenn ß positiv (nördlich) ist; ist hingegen die Breite südHcfa, 
80 muss V — Q zwischen 180° und 360°, oder, welches einerlei ist, zwischen — 180^ und o 
fallen. Ist |5 = o, so ist der Himmelskörper in einem Knoten, und man wird nie zweifelhaft 
sein, ob es Q oder Q ist. Der analytischen Vollständigkeit wegen bemerke ich, dass in diesem 

Falle der Himmelskörper in |g| ist, nachdem sin(F— a) und sin (a — Q) {entgegengesetzte} 

Zeichen haben. Die Hülfswinkel A, B, C, D aber, so wie die folgenden £, F etc. kann man 
in dieser Hinsicht ganz nach Belieben ansetzen; wobei es sich jedoch von selbst versteht, 
dass man auf die Zeichen + gehörige Rücksicht nehme; ich habe sie in folgendem Beispiele 
immer zwischen — 90** und -|-9^*' genommen. 

IL 

tang/3 _ „. s in^sin(F~g) _ _r_ 

5 sin (a — Q) — ***"ö^. 8in(*-jE0sin(ü — Ö) " R 

£0 X • • / r^\ * T? cosiJ'6in(F— Q)sin/3 r 

r cost taDg(«- Q) = tang G; ^„(^rQ^^g)^,""^-^) = "F 
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log cos (F—Q) .... 9,972876211 

logtang/J 8,734969871 

Compl. log cos ( F — a) , 0,171497371 

Compl.logtangt .... 0,7270128 

logtangi) 9,6063561« 

logßinZ) 9»573 5295^ 

logtang(7— Q). . . . 9,5620014 

logcos(F — a) 9,8285027« 

Cpl.log8in(Z)-|-F— «) 0,363 7217 7^ 
Compl.log cos i 0,0075025 

Iogtang(t;~Q) .... 9»3352578n wie oben. 
Also 

D = — 2i°59'5i"i82 
D+V'-a= 205 3841,348 

6\ 

logtangi 9,2729872 

logsin(« — Q) 9*665897371 

logtangi'' 8,938884571 

logcosi' 9»998 3674 

logsin/J 8,734330071 

log8in(F— Q) .... 9,534877671 

Compl.log sin (/" — ß) . 1,489699071 

Compl.log sin (v — Q) . 0,674680271 

Compl.logcosi 0,007502571 

Hi 0,4394567 ( -'t,::" 

Daher 

i^=: -405/53-955 

F—ß = —I 51' 20,394 

8^ 

logtang(a — Q) .... 9,718374471 

logcost 9,992 4975 

logtan gg 9 i7^5 876971 

logsin// 9,671767271 

logsin(F — a) 9,8686173/1 

Cpl.logsin(fir— (v— Q)) 0,56496957» 
Compl.logsin(« — Q) . 0,33410277» 

log-^ 0,4394567 wie vorher. 

Folglich 
H=—2S^ o' 39" 879 



5". 

logtang/J 8,734969871 

log8in(fig — Q) 916658973^ 

log tangi 9,0690725 

iogsini 9,0661081 7t 

logsin(F— Q) .... 9,534877671 
Compl.log sin (t — E) . 1,1637907 
Compl.log sin («; — Q) . 0,6746802» 

l^g^ 0,4394566 

Also 

E=: 6«4l'l2"4I2 

i — £=3 55 57,138 
Ferner 
logr = logÄ-flog-^ = 0,4320724 

7^ 

logcosi 9»992 4975 

l ogtanglv — Q) .... 9,33525777t 

logtangG 9*3^7 755^^ 

logcos(? 9)9903922 

log8in{F — a) 9,86861737t 

Cpl.logsin(« — Q — G) 0,57050927t 
Compl.log cos (v — Q) . 0,0099379 

log^ 0,4394566 wie oben. 

Also 

G = — 12° o' 27" 118 
a — Q — G = —IS 3542,492 



9^ 

logtmgß . . 8,7349698/1 

Compl. log sin t 0,7345153 

Compl.log cos (a — Q) . 0,0524771 

logtang/ 9,52196227t 

logsin/ 9,499174971 

log cos (F — Q) .... 9,972876271 
C pl.log8in(t; — Q — 7) 0,9674054 

log^ 0,4394565 wie vorhin. 

Hieraus 

/=- 18» 23' 55" 334 

v—Q—I= 6 n 17,392 
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Wir haben (Art. 90) 



f = — l+fv = 



^^-1-^+^ 



6 ^ 9^ ~~ X 

Der Zähler des Bruchs verwandelt sich leicht, wenn man für x die dort gegebene 
Reihe substituirt, in 

8 . I 2.8 , 3.8.10 , 4.8.10.12 • , 5.8. 10. 12.14 4 1 , ^ 

— xx{i-\ »+- xx4- ^ x^ 4- -X* 4- etc.) 

105 ^ • 9 ' 9. II • 9. II. 13 • Q.II.ig-ie ' ^ 

Setzt man also die Reihe 



so wird 



, 2.8 

1 -A X- 

' 9 

5 



3. 8. 10 , 

a?a? + etc. 

Q. II ' 



9. II. 13 .15 



xX — f- X-i — = — Axx 
6 ' 9 105 

±(1—2^ Axx) 

Y — 3 ' 175 ^ 
A _ ^ 

I X 

5 

- Axx{i x) 

t _ 35 ___5 . 

I Axx 

175 
nach welcher Formel man { immer bequem und sicher berechnen kann. Für C (Art. 100) 
braucht man nur z statt x zu setzen. 

Ich bemerke nur noch, dass man A noch bequemer nach folgender Formel berechnen kann 

^ = (I .-a;r*(i4---liar+— ?^^^ xx4- '•3.5.5.7. 9. ^,3 .L etc.) 
' 2.9 ' 2.4.9. II 2.4.6.9. II. 13 ' 

allein die Ableitung dieser Reihe aus der vorigen beruht auf Gründen, die hier nicht angef%Lhrt 

werden können. 



yi. 

Auszug aus Zach's Monatlicher CoiTCspondeiiz, Band 28, p. 501 folgende. 

Beobachtungen des zweiten Cometen vom Jahre 18 13, angestellt auf der Sternwarte zu Göttingen, 
nebst einigen Bemerkungen über die Berechnung parabolischer Bahnen, von Carl Friedrich 
Gauss (vorgelegt der königl. Gesellschaft der Wissenschaften am 10. September 18 13). 
Aus dem Lateinischen übersetzt. 

Den Cometen, welchen mein würdiger und geliebter College, Herr Professor Harding, 
am dritten April dieses Jahres im Sternbilde des Poniatowsky sehen Stieres entdeckte, beobachtete 
ich selbst seit dem 7ten April auf hiesiger Sternwarte. Folgendes sind die Bestimmungen, 
welche ich mit dem Kreis -Mikrometer des zehnftissigcn Teleskops erhielt: 



I8I3 


Mittlere Zeit in 


Scheinbare gerade 


Scheinbare 


Göttingen. 


Aufsteigung. 


Abweichung. 


April 7 


13»» 12" 2' 


271» 7'i9"3 


5»34'36"7 N. 


9 


13 35 40 


270 10 33,5 


4 " 3.4 


II 


13 17 43 


269 I 19,9 


2 33 0.7 


H 


13 7 36 


266 44 5,5 


33 0,8 S. 


21 


14 23 


256 39 19,3 


12 57 56,0 
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Folgendes sind die corrigirten Elemente, welche Herr Doctor Gerling herausgebracht 
hat, und welche sich sowohl an die hiesigen Beobachtungen, als auch an die des Herrn Doctor 
Olbers, so genau als möglich anschliessen : 
Zeit des Durchganges durchs Perihelium, im Meridian von Göttingen . . . 1813 Mai 19,44507 

Logarithmus des Abstandes im Perihel 0,0849212 

Länge des Periheliuras '97° 43' l" 1 

Länge des aufsteigenden Knotens 42 40 15, 2 

Neigung der Bahn 81 2 11, 8 

Bewegung rückläufig. 

Es sei mir erlaubt, hier noch einige Rechnungsabkürzungen auseinander zu setzen, 
deren ich mich öfter, bei der ersten Bestimmung der parabolischen Bahn eines Cometen nach 
der Methode des Herrn Doctor Olbers, mit Vortheil bedient habe, und wodurch diese an sich 
schon so einfache Methode noch mehr zusammengezogen und zur numerischen Rechnung noch 
bequemer gemacht werden kann. Sie beziehen sich auf die Berechnung der radii vectores, und 
besonders der Chorde zwischen dem ersten und dritten Orte. Zu dem Ende wendet Herr Doctor 
Olbers Ausdrücke von der Form \/ {f-\'gQ'\'hQQ) an, und bestimmt die Coefficienten 
/, g^ h durch Formeln, die an sich zwar einfach genug sind, deren Zusammensetzung aber in 
den meisten Fällen keine hinreichende Genauigkeit verstattet, wenn man nicht etwa grössere 
Logarithmentafeln mit sechs oder sieben Decimalstellen anwenden will. Statt dieser Ausdrücke 
nun habe ich andere substituirt, die theils zur numerischen Rechnung geeigneter zu sein 
scheinen, theils den Vortheil gewähren, dass man bei allen Operationen nur Tafeln mit fünf 
Decimalen anzuwenden nöthig hat. Das ganze Verfahren besteht in Folgendem: 

Man bezeichne durch 
L, L', L" die Längen der Sonne in der ersten, zweiten und dritten Beobachtung, 
*i?, i?, ß!' die Distanzen der Sonne von der Erde, 
of, a', a" die geocentrischen Längen und 
/S, /S', p" die geocentrischen Breiten des Cometen, 
r, r', r" seine Entfernungen von der Sonne, 
Qi Qi i}" seine curtirten Abstände von der Erde, 
t^ t\ t" die Beobachtungszeiten, 
k die Chorde zwischen dem ersten und dritten Orte des Cometen, und es sei 

Jtf = A 
9 

so hat man 

i] r =]/[(() cos of — J?cosL)^-|-(^sinor — iJfsinL)'-|-^^tang/J'] 
2] r" = y[[MQQo^a'' — R'' (^o^L')^ ^{MQB\na'' — R' ^inLy -{-MMQQUixig^''^] 
3J k = Vp/^cosa'' — c^cosa — i?'cosL'' + jRcosL)'4-(itft)8ina'' — t)sina--j?''8inL''-f- 
i? sin L)2 -t- ( Jf ^ tang /5" — ^ tang /J)^]. 
Die Gleichungen i, 2 verwandeln sich in folgende: 

*• =y(^i-2tÄcos(«-L)+ü?i?) 

^' = y(-^^-2^PÄ"co8(«"-L") 4-ü5"ü5") 
Setzt man also 

cos|5cos(a — L) = cos^, i^sin^ = B 
cos/5"cos(a" — L") = cos^/", i^'sin^" = B' 
so folgt 



r =y 
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Bestimmt man ferner ftinf*) Hülfsgrössen g^ G, A, H^ C so, daas man habe 
R' cos L" — i?cos L = y cos (r 
i?' sin L" — iJsin L = ^ sin (r 
M cos «" — cos a = h cos f cos i? 
M sin a" — sin a = h cos f sin Ä" 
Aftang/1" — tang (J = Äsinf 
so verwandelt sich die Formel 3 in folgende: 

k = !/[((> Ä cos fcos Ä — gcosG)^ --{-{Qh cos iBinH — g&inG)^ -{-QQhhBinC^] 
= \/{QQhh — 2ghgcoaCcoa(G — H)'-\-gg) 
Macht man also 

cos?cos((t — H) = coscp, ^8in9 = A 
so wird 

k = y[l9h — gcosq>y^AA] 
oder, wenn man Überdies noch gh — gco8q> = u setzt, 

k = y(uu-\-AA). 
Es wird mehreren Lesern nicht unangenehm sein, hier nicht nur alle zu diesen Um- 
wandlungen erforderlichen Operationen noch einmal neben einander gestellt, sondern auch alle 
übrigen Operationen beigeAigt zu sehen, um alles, was zur ersten Berechnung einer parabolischen 
Bahn gehört, hier beisammen zu haben. Zugleich werde ich dieses Verfahren durch ein von 
unserm Cometen hergenommenes Beispiel erläutern. Zu dem Ende wähle ich meine Beobach- 
tungen vom 7., 14. und 21. April, aus denen man nach gehöriger Reduction folgende Data 
erhält: 



/J =+29« 2' o" 

p! = 4-22 52 18 

/^' = + 9 53 " 
logj? = 0,00091 
logi? = 0,00175 
i" = 31 31 25 log/?' = 0,00260 

I. Die erste Operation besteht in der genäherten Bestimmung der Grösse ilf, wofür 
man folgenden Ausdruck hat 

^ l" — <* taug ß' gjn (g — L') — tang ß sin (g' — L*) 

^ — f —t ' tang /3" sin (g'-JL') — tang /J' sin (a"—Z') 
Im gegenwärtigen Falle findet man log^f = 9,75799* 

II. Alsdann müssen die Grössen ^, (7, h, H, C nach folgenden Formeln bestimmt 
werden, welche offenbar den obigen gleichgeltend, und für die Rechnung noch bequemer sind: 

i2"cos(L" — D—R = gcoB(G—L) 
R'Bm(U — i) = gBm(G—D 

M — cos(a" — a) = Acos?cos(Ä' — a") 
sin(a" — <x) = Acosfsin(Ä' — a") 

Mta,ngß" — tang/J = Asin? 

*) lieber die Bedeutung der Hülfsgrössen g^ G, h, H, C cf. E n c k e , p. 246 und 247 in seiner Ausgabe 
der Olbers'scben Abhandlung. 

g ist die Chorde der Erdbabn zwischen dem ersten und dritten Orte der Erde. 
6^ die Länge des ersten Erdorts vom dritten aus gesehen. 
Wenn N ein Punkt dessen Coordinaten bezogen auf den dritten Erdort sind: 

(>coso, (»sing, giBXLgß 
so sind hoy IT, ( die Polarcoordinaten des dritten Cometenorts, bezogen auf N als Anfangspunkt, nSmlioh Abetaad, 
Länge und Breite; h wird immer positiv genommen. 



t 


= 7,55002 


n 


= H.S4694 


f 


= 2 1.599 3 1 „ 


tt 


= 271" 16' 38" 


a' 


= 266 27 22 


«" 


= 256 48 8 


L 


= 17 47 41 


L' 


= 24 38 45 
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— ■ - = tang 9 
u-\-e ° 

wodurch r = — - wird, und eben so bei r" und Ä:. Auch sieht man leicht ein, dass bei allen 

diesen Operationen meine Hülfstafel zur unmittelbaren Auffindung der Logarithmen der Summen 
und Differenzen sehr gute Dienste leisten werde. 

In unserm Beispiele ist log = 0,16139, und nach wenigen Versuchen findet man 

u = 0,24388.*) 

VI. Ist u bekannt, so hat man 

u-\-n cos <p „ ,^ 

Q = —^ -f ^ = ^i^ 

(in unserm Beispiele log (> = 9,80364, log 4»" = 9,56163). 

Die nun folgenden Operationen sind zwar hinlänglich bekannt; damit indess hier alles 
-beisammen sei, so will ich auch die übrigen Formeln^ deren ich mich gewöhnlich bediene, her- 
setzen. Es seien demnach 

?., k'- die heliocentrischen Längen des Cometen bei der ersten und dritten Beobachtung, 
ö, ö" die heliocentrischen Breiten, 
t?, v" die Längen in der Bahn, 
Q die Länge des aufsteigenden Knotens, 
i die Neigung der Bahn, die zwischen 0° und 90** angenommen werden muss, wenn man, wie 

gewöhnlich, rechtläufige und rückläufige Bewegung unterscheidet, 
tt) die Länge des Periheliums, 
T die Zeit des Durchganges durchs Perihelium, 
q der Abstand im Perihelio. 

VII. Die heliocentrischen Positionen findet man durch die Formeln 

Q cos (or — L) — R = rcos^cos(^ — L) 
Q sin (or — L) = r cos Ö sin (A — L) 

(> tang ß = r sin 6 

^,^'c08(a"—L")—R' = 7'"C0BÖ"C08{1" — L") 

^" sin («"— L') = r" cos 6" sin (//' — L") 

C»"tang/5'' = r"sina". 

Stimmen die aus diesen Ausdrücken erhaltenen Werthe ftir r, r*" mit denen überein, 
die vorhin aus der Grösse u abgeleitet waren, so wird dieses die Richtigkeit der Rechnung 
bestätigen. Die Bewegung des Cometen wird rechtläufig oder rückläufig sein, je nachdem k" 
grösser oder kleiner ist als )., 



*) cf. Encke, p. 248. Kennt man sonst keine Näherung für (>, oder r und r*\ wodurch u genähert 
bekannt würde, so kann man ausgehen von 



. = ±v[(^')"— ] 



Diese Versuche werden durch die imten Seite 52 folgende Tafel erleichtert, welche für 

_ x(r~o 

den Werth von yu giebt, durch welchen strenge den Wcrthen von r, r*' und V* — / entsprechend wird: 

x(r-0 

wo logx = 8,536 61 14. 

Man kann dabei den Gang so nehmen, dass man für einen Werth von u aus V. berechnet ky r\ r", 
dann vermittelst der Tafel aus r, r" das zugehörige ri berechnet, hiermit \l aus der Tafel nimmt, und so einen 
Werth für k erhält, der den Werthen von r, r", i" — t entspricht. Es wird u so lange variirt, bis dieser iweite 
Werth von k völlig übereinstimmt mit dem aus der obigen Formel sub V. berechneten. 
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TAFEL 

zur Auflösung der Lambert'schen Gleichung. 



lg i" 



DifF. 



log ^ 



Diff. 



V 



log A* 



DiflF. 



0,00 
0,01 
0,02 

0;03 
0,04 



0,05 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 



0,10 

0,11 
0,12 

0,14 



0,15 
0,16 
0,17 
0,18 
0,19 



0,20 



0,22 
0,23 
0,24 



0,25 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 



0,30 
0,31 

o>32 



0,000 0000 
0018 
0072 
0162 
0289 



0452 

0652 

0888 

II6I 

1470 



0,000 18 16 

2199 
2618 
3074 

3568 



4099 
4668 

5275 
5920 

6603 



0,000 7325 
o 8086 
o 8886 

9725 

1 0604 



I 1523 

I 2483 

I 3484 

I 4525 

I 5608 



0,001 6733 
I 7901 
I 9112 



018 
054 
090 
127 

163 

200 
236 

»73 
309 

346 

383 
419 
456 
494 

531 

569 
607 
645 
683 

722 

761 
800 
839 
879 

919 
960 

lOOX 

I04I 
1083 

II25 

II68 

I2II 



0,30 
0,31 

0,32 

0,33 

0,34 



0,35 
0,36 

0,37 
0,38 
0,39 



)I 6733 

I 7901 

1 9II2 

2 0367 
2 1666 



0,40 
0,41 
0,42 

0,43 
0,44 



0,45 
0,46 

0,47 
0,48 

0,49 



0,50 
0,51 
0,52 

0,53 
0,54 



0,55 
0,56 

0,57 
0,58 

0,59 



0,60 
0,61 
0,62 



2 3010 

2 4399 

2 5834 

2 7315 

2 8843 



0,003 0420 
3 2045 
3 3720 
3 5445 
3 7222 



3 9050 

4 0931 
4 2867 

4 4858 
4 6906 



0,004 901 1 
5 1175 



3398 
5683 
8030 



0441 
2919 

5465 
8080 
0766 



0,007 3526 
7 6361 
7 9274 



1168 
1211 

"55 
1299 

1344 

1389 

1435 
1481 
1528 

1577 

1625 
1675 
1725 

1777 

1828 

1881 
1936 
1991 
2048 

1205 

1264 
2223 
2285 
^347 

2411 

2478 
2546 
2615 
2686 

2760 

2835 
2913 



0,60 
0,61 
0,62 
0,63 
0,64 



0,65 

0,66 
0,67 
0,68 
0,69 



0,70 
0,71 
0,72 
0,73 



0,75 
0,76 

0,77 
0,78 

0,79 



0,80 
0,8 1 
0,82 

0,83 
0,84 



0,85 
0,86 
0,87 
0,88 
0,89 



0,90 
0,91 
0,92 



0,007 3526 



6361 

7 9274 

8 2268 
8 5345 



8 8508 

9 1759 
9 5103 
9 8542 

10 2081 



0,010 5723 

10 9473 

11 3335 

11 7315 

12 1419 



12 5652 

13 0022 

13 4536 

13 9202 

14 4031 



0,014 9032 
15 4218 

15 9603 

16 5202 

17 1033 



17 7119 

18 3486 

19 0165 

19 7195 

20 4629 



0,021 2529 

22 0992 

23 0160 



2835 
2913 
2994 

3077 

3163 

3»5i 
3344 
3439 
3539 

3642 

3750 
3862 
3980 
4104 

4»33 

4370 

4514 
4666 
4829 

5001 

5186 
5385 
5599 
5831 

6086 

6367 

6679 
7030 
7434 

7900 

8463 
9168 
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X — X = z/cosöcos«; y — y = Jcos<5sin«; z — Z = dsind. 

Man findet folglich a durch die Formel tang« = ^^~yi wo das positive oder negative Zeichen 
des Zählers entscheiden muss, ob a in den beiden ersten oder in den beiden letzten Quadranten 



X- 



X !/ --Y , , . z—Z 

=r^^ iin^i tnncr A 



anzunehmen ist. Sodann wird J cos d = — = —. , und tang ö == — ^. 

cos« sina ° Jcoso 

Auf diese Weise erhält man also die Uectascension und Declination des Planeten aus 
dem Mittelpunkte der Erde gesehen. Verlangt man dieselben, wie sie aus einem Punkte auf 
der Oberfläche der Erde erscheinen, so ist in obigen Formeln weiter keine Aenderung nöthig, 
als dass man statt der Coordinaten des Mittelpunkts A', F, Z, di« Abstände des Beobachtungs- 
ortes von den drei Fundamentalebenen gebrauchen muss. Ist der Halbmesser der Erde = (»*), 
die Polhöhe des Beobachtungsorts = q), und die Sternzeit, die derselbe im Augenblicke der 
Beobachtung zählt, im Bogen, oder die gerade Aufsteigung des culminirenden Punkts des 
Aequators = i^: so werden jene Abstände, wie man leicht übersehen wird: 
X-[- (>cosg)cos L>; y-[- () coscjpsin l>; Z -|- (,-> sin 9. 

Hierbei ist die Erde als eine Kugel angenommen. Fände man es nöthig, auch auf die 
sphäroidische Gestalt der F>de Kücksicht zu nehmen (welcher Fall bei Cometen eintreten könnte, 
die der Erde sehr nahe kämen), so dürfte man nur für q die Entfernung des Beobachtungsorts 
vom Mittelpunkte der Erde, und für 9 seine sogenannte verbesserte Polhühe setzen, die nach 
bekannten Regeln bestimmt werden. 

Man sieht jetzt also, dass es lediglich darauf ankommt, eine bequeme Methode zur 
Bestimmung der Coordinaten A', F, Z, Xj ?/, z aufzusuchen. In dieser Absicht sei um die 
Sonne eine Kugelflächc mit unbestimmtem Halbmesser beschrieben; auf derselben bezeichne P 
den Nordpol der Ecliptik, p den Nordpol der Ebene der Planetenbahn; K den Ort der Erde, 
k den heliocentrischen Ort des Planeten; endlich 3f, 2)) 3 diejenigen Pole der drei Fundamental- 
ebenen, die auf der Seite liegen, wo die Abstände ;r, ?/, z positiv genommen werden: also 3 
den Nordpol des Aequators, X den Punkt der Frühlings-Nachtgleiche, 2) den Punkt des Aequators, 
der 90° Kectascension hat (eine Figur wird sich hiernach jeder, der es nöthig findet, leicht 
selbst entwerfen können). Setzen wir nun den Abstand der Erde von der Sonne = /?, ßo 
wird offenbar 

X= RcoBdlK; Y=BcoB^K; Z= RcoB^K. 
Folglich, da in dem sphärischen Dreiecke KPK die Seite PK = 90", also cosdiK = 
aindiPcoBdiPK ist, 

X= RBindiPcoB^PK, und ebenso Y = BBin^PcoB^ PK und 
Z= liBinSPtoB^PK 

Ganz auf ähnliche Weise werden die Coordinaten des Planeten, wenn wir dessen Abstand 
von der Sonne durch r bezeichnen 

X = VBiudipcosdipk; y = vBin^pcoB'^pk; « = rsin3/>co8 3i>Ä» 

Wir bemerken hier ein für allemal, dass wir den sphärischen Winkel diPK so ver- 
standen wissen wollen, wie der Schenkel PK auf den Schenkel Pdi nach der Ordnung der 
Zeichen folgt, so dass also derselbe mit KPX. nicht gleichbedeutend sein soll, sondern 
beide einander zu 360" ergänzen. Eben so soll jeder andere sphärische Winkel zu verstehen 
sein. Durch eine solche nähere Bestimmung gewinnen wir den Vortheil, dass die Grundformeln 
der sphärischen Trigonometrie sieh ohne weiteres auch auf Dreiecke mit Winkeln über 180® 
ausdehnen lassen, und weichen so der sonst Statt findenden Nothwendigkeit aus, mehre einzelne 
Fälle unterscheiden zu müssen. Uebrigens werden Winkel, deren Unterschied 360* oder ein 
Vielfaches davon beträgt, jederzeit als gleichbedeutend angesehen werden. 



*) Dieser ist also dem Sinus der mittlem Horizontalparallaxc der Soiine gleich, wenn die mittlere Knt- 
femnng der Erde von der Somie als Einheit angenommen wird. 
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Erstlich wenn man = XangE und tang/cosn = tangi^ setzt, so wird 

j^ sin t cos (/i'-f- f) cos i cos (A'-f* f) 

° sin n cos i sin A' tnnj? n cos f cos 7? 

, cos / sin (/'-f- f ) siiiicosnsin(F-|-£) 

COS 6 = -rr^ — - = r --7 *—- 

cos r sin i» 

^^ sin / sin (-^-4- f ) cos i sin (E-\- s) 

cotang C == -—----.- ^, = . -^-' 

*=* sm n sin t sm A lang n sin f cos ii 

CÖ9 1 cos f /'"[- e) sin / cos n cos (F-^- b) 

COS C = ^ ' — = .--T, - — -- 

cos F sin i» 

Zweitens, macht man - - = tangG, und tangccosn = tangT/, so wird: 

r> cos(fr + i) tanff f cos((T-f-i) 

cotang^ = — ^^ ^—yz- = --r-r-.-^z^—^ 

^ tang n cos G sin i sm G 

7 sin c sin (G-\- 1) cos n cos t sin {G -\- i) 

cos O —— ~ ' ' Fi ~~^ 7v 

Sin G cos ö 

. ,, sin(//+i) 8in(//+t) 

cotang C = - — ; ——Ti = — ——^-Jr 

*^ sm n tang e cos H tang n sin Ji 

cos f cos (7/4- 1) sin £ cos n cos (H-A- 1) 

COSC = -iT^—^ = —Ti---—^ 

cos H sin // 

Es wird wohl der Mtiho werth sein, noch einige Rchitionen zwischen den Grössen 
Ay a U.S.W, zu entwickeln. Das sphärische Dreieck 3fp2) giebt cosX?) = cosXpcosgp-j- 
sinXp sin^p cosXp?). Allein 3??) = 90° und dip^ = lSipP—^pP= A — B. Also 
cos (-4 — B) = — cotang a cotang 6. 

Ebenso geben die Dreiecke 5f)p3» 3/^^ 

cos (5 — C) :^ — cotang 6 cotang c 
cos(C' — A) = — cotang c cotang a 

Ferner wird in dem Dreiecke ^p% cosa = cos/? 2)^ sin 6, und in dem Dreiecke Sp3i 
sinSSp = 8in2)p38>nc. Da nun 32)p + 7^?)3f = 32)3^ = 90**> so hat man cosa = 
sin 6 sin c sin 2) p 3» oder da 2)p3 = B — ^ >ßt 

sm IB — C) = . . . — 
' sm o sin e 

Ganz auf ähnliche Art findet man 

8in(C— ^) = /^'.^ ; 8in(^ — 7^) = 

^ ein /• am n ^ ' 



sine sin a ^ ^ ^ sin a sin 6 

Die Verbindung dieser Gleichungen mit den vorigen giebt noch 

f /k nx cos fl cos b . , ry /T V cos 6 cos c 

cotang (-4 — B) = ; cotang (ß — C) = 

° ' cos c ° ^ cos a 



cos c cos a 



cotang (C-^) = - cos 5 
cosa^ = cotang (^ — jB) cotang (C — A) 
cos 6^ = cotang (5 — C) cotang (-4 — B) 
COSC* = cotang (C' — ^) cotang (i? — C) 
und auf ähnliche Art lassen sich die Quadrate der Sinus und Tangenten der Seiten a, 6, c 
durch die Winkel A — B, B—C, C—A darstellen. 

Um den Gebrauch dieser Formeln zu erläutern, wollen wir einige derselben auf die 
Pallas anwenden, und dabei die neuesten Elemente dieses Planeten für 1803 zum Grunde legen. 
Wir setzen also 

£ = 34^38' i"i; 71= I72«28'i3''7 
e = 2^^ 2y' ^^"S (mittlere Schiefe nach Maskelyne für 1803). 
Mit diesen Elementen steht die Rechnung folgendermaassen : 
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Knotens vom wahren, nicht vom mittlem Aoquinoctialpiinkte genommen werden. Die hieraus 
entspringenden periodis^-hen Aenderiingen können nach eben den DifTerentialformeln wie die 
Secularänderungen berechnet, und in eine Taiel, deren Argument die Länge des Mondsknotens 
ist, gebracht werden. Wenn mau eine zahh-eiche Menge geocentrisclier Oerter für einen nicht 
zu grossen Zeitraum zu berechnen !iat, wird man es in Ennangelung einer solchen Tafel am 
bequemsten finden, für zwei Ej)ochen zu Anfang und Ende desselben die wahren Werthe von 
A, a u. s. w. sogleiih unmittelbar aus den wahren Werthen von f, /, n zu berechnen, und fiir 
dazwischen liegende Zeiten sie daraus durch einfache Interpolation abzuleiten. Ein Jahr hindurch 
kann man ohne Bedenken diese Aenderungen als gleichförmig ansehen. 

Man könnte auch die von der Nutation abhängigen periodischen Aenderungen ganz 
übergehen, und sich der mittlem Werthe von Ay a u. s. w. bedi(*nen: dann mtisste man aber 
auch bei der Erde fUr e die mittlere Schiefe der Ecliptik gebrauchen, und von der Länge X die 
Nutation weglassen, um den Abstand vom mittlem Aequinoctium zu haben. Der Erfolg davon 
ist sodann, dass man die geocentrische Rectascension und Declination des Planeten in Beziehung 
auf den mittlem Aequator erhält, woraus man dann seine Lage gegen den wahren Aequator 
eben so ableitet, wie man den mittlem Ort eines Fixsterns durch Anbringung der Nutation auf 
den scheinbaren reducirt. s. 

Wir haben jetzt nur noch einiges über die Perturbationen hinzuzutlUgen. Die Störungen 
der Breite, von denen allein natürlich hier die Rede ist, sind bei allen altern Planeten so un- 
beträchtlich, dass man sie mit Recht ganz vernachlässigen kann; bloss bei der Ceres und Pallas 
wird es wegen der starken Neigung der Bahnen dieser Planeten gegen die Jupitersbahn noth- 
wendig, sie mit in Rechnung zu nehmen. Es giebt dazu einen doppelten Weg. Man kann 
nämlich entweder diejenigen Elemente, welche die Lage der Bahn bestimmen^ die Neigung und 
die Länge des Knotens, als veränderlich ansehen und ihre mittlem Werthe durch periodische 
Gleichungen verbessern, oder auch geradezu untersuchen, wie viel der Planet aus der mittlem 
Ebene seiner Bahn herauszuweichen durch fremde Kräfte genöthigt sein wird. Im ersten Falle 
wird man jene Aenderungen auch auf die Grössen -^1, a u. s. w. übertragen, also diesen ausser 
den von der Nutation abhängenden noch andere periodische Gleichungen beifügen, deren 
Argumente mit denen für die Gleichungen der Neigung und der Länge des Knotens überein- 
kommen werden. Dieses Verfahren ist jedoch bisher nicht üblich gewesen. Bei der zweiten 
Methode hingegen werden die Störungstafeln die Perturbation der heliocentrischen Breite angeben, 
welche aber eigentlich nichts anders ist^ als die heliocentrische Breite des Planeten Über der 
mittlem Ebene seiner Bahn. Es sei dieselbe = /?, gegen den Nordpol zu als positiv, gegen den 
Südpol zu als negativ angesehen. In dem sphärischen Dreiecke üpk i^ also die Seite pk nicht 
wie vorhin = 90*^ sondern = 90° — ß folglich 

X = rcosXA = r(sin|ycosa-}-co8/Jsinasin(^-j-4)j 
und ebenso 

y = r (sin (5 cos 6 -|- cos /S sin 6 sin (t -j- B)) 
z z= r (sin ß cos c -}- cos ß 8>" c sin (t -|- C)j 

In so fem hier p höchstens nur einige Minuten betragen kann, wird man co8/9 = i 
und Biriß = ß setzen dürfen. Hieraus erhellet, dass man wegen der Störungen zu den ohne 
sie gefundenen Werthen von x, y, z nur noch die Grössen /^rcosa^ (?rcos&, f^rcosc hinzuzu- 
setzen habe, wo ß in Theilen des Halbmessers ausgedrückt werden muss. 
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begrenzenden und zwei Zeiten t und t' entsprechenden Radien Vectoren sind, 
X die beide verbindende Sehne, so setzt Gauss 

— j — - = sino) 

r-\-r 

und kann alsdann die Lamber tische Gleichung in folgender Form schreiben 

2Ä(«'_0 = xl/rT^A±^ = xV7+7'{i-^«-T^«'-.rAT«-^-...etc.} 

wobei a = , , , — r=-. Ausserdem wird aber noch 
{r'-\-r)^ 

Auflschnitt i -|- cos op .. ii^irai«««! . 

-Dr-üe-^k- = i^^ = l4-i« + i«' + A«' 4- !%«* + ••. «*«• 

Setzt man daher 

(r-\-r')^ P 

SO wird 

Nach dieser Reihenentwickelung habe ich eine kleine Tafel berechnet, welche fttr . ^^ 

al8 Argument log^-^^g^ giebt. 

Da, wie man sehen wird, die drei bei der Bahnbestimmung in Betracht kommenden 
Radien Vectoren leicht erhalten werden können, so föllt der Nutzen dieser Tafel in die Augen. 
Von derselben habe ich bei der folgenden Rechnung Gebrauch gemacht, bevor ich eine 
andere Hülfstafel construirt hatte, die für die scharfe Bestimmung einer parabolischen Bahn 
möglichst compendiös ist. Nach dem Vorhergehenden wird sin ^ 9 die kleinste positive Wurzel 
der cubischen Gleichung 

(r + r'J* 
Setzt man daher ,^~ . — 5- = ^r- , f = 8103??, so wird 

sin ^ <p = sin ^ . |/ 2 
Man könnte nun die L am b er tische Gleichung durch die Relation 

X = (r -j- r') sin q> 
ersetzen, aber diese Form ist fUr Construction einer Tafel nicht bequem wegen der grossen Aus- 
dehnung, die man einer solchen geben müsste; es wird aber auch 

y r-i-r' ^-\-co%^ vi/ i + coscp 

Ich habe in einer der beifolgenden Tafeln für alle Tausendtel des Arguments f zwischen o und 0,4 

log ( — j — ^^\ berechnet. Ausserdem enthält diese Tafel aber noch eine Columne für 
° V 2 -(- cos <p / 

^°^ S tn — ^^ ^^^ (4^ — ^)* ^^® folgenden Vorschriften für die Berechnung der paraboUsclien 
Bahn aus fünf Daten werden erhalten, wenn man, wie oben, die Gleichungen 

x' = cx-\- c" x" 

y' = cyJrc"y" 

z' = cz 



*) Gütiger Mittheilung des Herrn Professors Elinkerfnes verdanken wir die Bemerkung, dass 

das letzte Glied dieser Reihe, Inhalts einer Dissertation des HeiTn Doctors T i e t j e n , nicht Töllig richtig sei, 
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indem statt ^?^ gelesen werden müsse — f'öß*- I^ieser Unterschied sei jedoch für die Tafel uunerkUch. 
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zugehöriges (>''. Diese Auflösung der Lambert 'sehen Gleichung gestattet offenbar dieselben 
llülfsmittel, deren man sich sonst dabei bedient, z. ß. die Benutzung der bekannten Tafel von 
Encke oder der im Anfange mitgetheilten Tafel. Aus ^ und ^", welche sich so ergeben haben, 
findet man dann x, y, z, x'\ i/\ z" auf hinlänglich bekannte Weise, und r' aus der Gleichnng 

Es ist hiermit Alles bekannt, was nöthig ist, tj, tj', tj" zu bestimmen, da diese Grössen von 
r-|-r', r-\'r" und ?•'-[- r" abhängen. Wenn die neuen Werthe von c und c" mit denjenigen, 
welche man angenommen hat, übereinstimmen, werden alle gefundenen Werthe in Schärfe einer 
Parabel entsprechen; im andern Falle legt man die neuen Werthe, welche sehr viel angenäherter 
sein werden, bei der Wiederholung der IJechnung zu Grunde. 

Die erste Hypothese Hlr c, c" kann auf verschiedene Weise gebildet werden; am 
Meisten möchte sich aber wohl empfehlen, 

r = r' = r" = i 
zu setzen, und hiernach rjy rj\ tj" mit Hülfe der Tafel zu bestimmen. Hält man den Cometen 
noch für sehr entfernt von der Sonne, oder ihr viel naher als die Erde, so kann man danach 
leicht die erste Hypothese modificiren. 

Ein Beispiel, die Anwendung auf den Cometen 1857 HI, wird hinreichen, die Bequem- 
lichkeit der Methode zu zeigen, zumal der Fall so ungünstig gewählt ist. Die Berliner Beob- 
achtungen, von Herrn Dr. Förster in Nr. 1124 der Astronomischen Nachrichten mitgetheilt, 
sind zwar alle vollständig; ich ignorire aber die DecHnationsbestimmung vom 23. Juni und lege 
folgende Data zu Grunde: 





Mittl. Zeit Berlin 


Rcctascension 


Dccl. 


Juni 23. 


12" 56" 53' 


53" 6'53"4 




27. 


12 56 37 


61 20 51, 1 


+44" 43' 5o"i 
--48 47 8,8 


Juli 2. 


13 27 37 


77 2 50,6 



Die ünvollständigkeit einer Beobachtung legt, wenigstens in der Praxis, der lleduction 
vom scheinbaren Ort auf den mittleren kein Hinderniss in den Weg; die Beobachtungen können 
also auf das mittlere Aequinoctium von 1857 l^^^og^*» und von der Aberration der Fixsterne 
befreiet werden. Die Erdcoordinaten , auf dasselbe Aequinoctium bezogen, sind dem Nautical 
Almanac entnommen, da dieses Jahrbuch die Reduction vollständig enthält; endlich sind zur 
Berücksichtigimg der Parallaxe, weil sie mit so leichter Mühe zu haben, die heliocentrischen 
Coordinaten des Beobachtungsortes selbst abgeleitet. Die corrigirte Grundlage der Rechnung wird 
danach durch folgende Grössen gebildet: 

Juni 27,53932 Juni 23,53950, Juli 2,56085 

61« 20' 48" 53' 6' 51" 77»^ 2' 44" 

4-44 43 46 +48 47 4 

O; 109 53 0*04203 0,19350 

— 0,92730 —0,93183 —0,91569 

— 0,40235 —0,40432 —0,39731 

Die folgende Rechnung ist, wie in ähnlichen Fällen dem Zweck entsprechend geschieht, 
auf fünf Decimalstellen geführt. Wenn man auf mehr Stellen rechnet, so kann doch der 
bedeutendste Theil der Arbeit mit fünf Stellen erledigt werden, da nur die Vorbereitungsrech- 
nung und die letzte Hypothese über die Genauigkeit entscheiden. Ans demselben Grunde würde 
es auch Zeitverlust sein, auf die provisorischen Lösungen der Lambert'schen Gleichung die 
grösste Sorgfalt zu verwenden. 

Im gegenwärtigen Falle findet man 

log ilf = 0,382 05., logiJf' = 0,346 04„, logiW" = 0,42085«, ^Qg ( Il^i^^Caj ) ' ^b^ = 9»58o47 
also 

c"^" = — 2,2i840-j-(o,38205) €-[-(0,42085) c" — (9,58047) cg 



t, f, 


t" 


1 


II 


cc, «, 


« 


d 


6" 


X.X', 


X' 


Y,r, 


Y' 


z, z, 


Z' 
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als die für alle Hypothesen gültige Relation zwischen q und q", in welcher die eingeklammerten 
Zahlen Logarithmen bedeuten. Auch wird für die ganze Rechnung 

r* = 1,03376— 1,647 91 (> 4-^^ 

r"^ = 1,03400- 1,716 56(>"4-t>"' 
Bildet man auf die obige Art die erste Hypothese, so wird 

log 71 = 9,998 18, logV' = 9»99966» log// = 9,99947, also logc = 0,253 ^S» 
logc'' = 9,90139» 

C»" = 0,001 63 -f- (9,93 2 23) (» 
Für das Quadrat der Sehne erhält man 

x' = 0,0072908 — 0,038 7i9(>4"0,055 033^' 
Es genügt der Lambert'schen Gleichung log p = 0,01088 wozu log ^" = 9,943 92 gehört. 
Für die drei Radien Vectoren erhält man logr = 9,79854, logr' = 9,85160, logr^' = 9,73679. 
Mit diesen Werthen wird als Grundlage llir die zweite Hypothese gefunden 

log^ = 9,992 73, log V' = 9^998 86, log V = 9,997 30 
logc = 0,24987, logc" = 9,90276« 



Als Lösung ergiebt sich jetzt 
ausserdem 



log{» =0,04359 
log^" = 9^99404 



logr == 9,81883 

logr' = 9,86810 

logr" = 9,74816 
Man kann schon hinreichend sicher an die Zeiten die Correction wegen der Aberration anbringen. 
Da nämlich log(>' = 0,08478 gefunden wird, sind die reductiones temporum bei t, tf, tf' 

— 0,006 3 1 

— 0,00694 

— 0,005 63 
demnach die corrigirten Zeiten 

Juni 27. 53301 

Juni 23. 53256 

Juli 2. 55522 
Der dritten Hypothese wird logc = 0,25029, logc'' = 9,902 60 „ zu Grunde zu legen sein; 
sie führt auf folgende Zahlen 

logg = 0,04014 
Ioqq" = 9,98845 
logr = 9,81639 
logr' = 9,86651 
logr" = 9,74602 

Für die vierte Hypothese würde folgen logc = 0,25016, löge" = 9990259«. Man kann nun 
aber gleich aus dem Grange der Verbesserungen schliessen, dass die Annahme 

0,25021 für logc 
etwas genauer sein wird. Es ergiebt sich dann schliesslich 

logg = 0,04087 

log^" = 9*98963 
(17" — v) folgt aus der Formel 

4rr"sin|(v" — t?)' = n^ — (r" — r)^ 

es wird hier i(v"—v) = 5* 48' 22". 



g4 Anhang. 

Bekanntlich bestehen die Gleichungen 

cotang \ (v" — v) cosec. ^ (v" — v) Bin ^ v 

~V~r F> - VT 

I cos -1 V 

vT vr 

wenn q der Perihelabstand des Cometen ist. Man findet hier 

logg = 9,565 28 
und die Zeit des Perihels 

T= Juli 18,00817 

Ohne die übrigen Elemente zu berechnen, erhält man 

X = (9,97258) sin {2ii'^iS'2S"'\'V)r 

y = (9,533 28) sin (288'^ 35'4i"4-v)r 

« = (9791 71) "n (149" 2'\^"-{'V)r 
Hiermit ist die Rechnung beendigt; es kann aber von Interesse sein, zu sehen, wie 
genau wohl die nicht bei der Rechnung zugezogene Declination vom Juni 23 dargestellt wird. 
Auf das Aequinoctium von 1857, o bezogen, ist diese Declination nach der Beobachtung 

+4o"59'34"3 
Die Rechnung ergiebt -{-40° 59' 35". 

Diese fast völlige Uebereinstimmung ist, zumal die Rechnung auf fUnf Decimalstellen 
geführt wurde, theilweise dem Zufall zuzuschreiben; indessen zeigt sie doch die grösste Zuver- 
lässigkeit der Methode, und dies um so augenfälliger, als ein so beträchtlicher Theil des 
geocentrischen Laufs, 24 Grade in Rectascension, 8 Grade in der Declination umfasst werden. 
Dieser Umstand nämlich erschwert es offenbar, sich an die Beobachtungen innerhalb gewisser 
Grenzen anzuschliessen, während er die Sicherheit der Bahubestimmung an und ftir sich erhöht. 
Gewöhnlich werden zwei Hypothesen eine hinreichende Genauigkeit gewähren, ganz besonders 
aber dann, wenn die unvollständige Beobachtung die zweite ist. In Nr. 1103 der Astronomischen 
Nachrichten hat Dr. Pape aus den Beobachtungen Juni 23, Juli 3 zu Berlin und Juli 14 zu 
Altena ein Elementensystem berechnet, welches nahezu als definitiv gelten kann. Er findet 

logg = 9,565259 

T Juli 18,01175 

womit obiges Resultat höchst befriedigend übereinstimmt. 
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f 


log n 


log n 


K 


log u 1 log n 


f 


log n 


log IJ 


o,"4 
,0,115 
1 0,116 

0,117 
0,118 

|o,ii9 


0,301 985 

0,302 002 
0,302019 

0,302 037 
0,302 054 

0,302072 


9,992 204 
9,992061 
9,991917 
9,991 772 
9,991625 
9,991 477 


0,162 
0,163 
0,164 
0,165 
0,166 
0,167 


0,303991 
0,303016 

0,303041 
0,303 066 
0,303092 
0,303 118 


9,983 641 
9,983422 
9,98? 202 
9,982 980 
9,982756 
9,982 530 


0,210 
0,211 
0,212 
0,213 
0,214 
0,215 


0,304402 
0,304436 
0,304470 
0,304 505 
0,304539 
0,304574 


9,970964 
9,970 646 
9,970326 
9,970004 
9,969678 
9,969351 


i 0,120 

|0,I2I 

iO,I22 

j 0,123 

0,124 

0,125 


0,302 090 
0,302 108 
0,302 126 

0,302 144 

0,302 163 
0,302 181 


9,991 327 
9,991 176 

9,991 023 

9,990 868 

9,990713 
9,990556 


0,168 
0,169 
0,170 
0,171 
0,172 
0,173 


0,303 144 
0,303171 
0,303 197 
0,303 223 
0,303250 
0,303 276 


9,982 302 
9,982072 
9,981 841 
9,981608 

9,981374 
9,981 137 


0,216 
0,217 
0,218 
0,219 
0,220 
0,221 


0,304609 
0,304645 
0,304 680 
0,304716 

0,304752 
0,304 788 


9,969021 
9,968 688 
9.968 353 
9,968015 

9,967675 
9,967 333 


0,126 

0,127 
i 0,128 

!o,i29 

0,130 

,0,131 


0,302 200 
0,302 219 
0,302 238 
0,302258 
0,302 277 
0,302 297 


9,990397 
9,990 237 
9,990075 
9,989911 
9,989 746 
9,989 580 


0,174 

0,175 
0,176 
0,177 
0,178 
0,179 


0,303 303 
0,303 330 
0,303358 
0,303 385 
0,303413 
0,303441 


9,980899 
9,980658 
9,980416 
9,980171 

9,979925 
9,979676 


0,222 
0,223 
0,224 
0,225 
0,226 
0,227 


0,304825 
0,304861 
0,304 898 - 
0,304935 

0,304971 
0,305 009 


9,966 990 
9,966 643 
9,966 293 
9,965 940 

9,965 585 
9,965 227 


0,132 
1 0,133 

i 0,134 
10,135 
,0,136 

0,137 


0,302317 
0,302337 
0,302357 

0,302 377 
0,302 398 
0,302419 


9,989413 
9,989 244 
9,989074 
9,988 902 
9,988 728 
9,988553 


0,180 
0,181 
0,182 
0,183 
0,184 
0,185 


0,303469 

0,303497 
0,303526 

0,303554 
0,303 583 
0,303612 


9,979426 
9,979 175 
9,978923 
9,978668 

9,978411 
9,978152 


0,228 
0,229 
0,230 
0,231 
0,232 
0,233 


0,305047 
•0,305 085 
0,305 123 
0,305 161 
0,305 200 
0,305 239 


9,964 866 

9,964 502 
9,964 136 

9,963 768 
9.963 399 
9,963 026 


; 0,138 

0,139 
1 0,140 
10,141 
10,142 

: 0,143 


0,302 440 
0,302 460 
0,302 482 
0,302 503 
0,302525 
0,302 546 


9,988376 
9,988 197 
9,988017 
9,987 836 

9,987 653 
9,987 468 


0,186 
0,187 
0,188 
0,189 
0,190 
0,191 


0,303 642 
0,303671 
0,303 701 
0,303731 
0,303 761 
0,303 791 


,9,977 891 
9,977627 
9,977 362 
9,977095 
9,976825 

9,976553 


0,234 
0,235 
0,236 

0,237 
0,238 
0,239 


0,305 278 

0,305317 
0,305356 
0,305 396 

0,305 436 
0,305 476 


9,962 649 
9,962 270 
9,961 888 
9,961 502 
9,961 113 
9,960722- 


,0,144 

: 0,145 
10,146 

! 0,147 
0,148 

! 0,149 


0,302 568 
0,302 590 
0,302612 
0,302635 
0,302 657 
0,302 680 


9,987 281 

9,987 093 
9,986903 

9,986712 

9,986519 

9,986324 


0,192 

0,193 
0,194 
0,195 
0,196 

0,197 


0,303821 
0,303852 
0,303 882 

0,303913 

0,303 944 
0,303 976 


9,976 279 
9,976003 
9,975725 

9,975 444 
9,975 162 

9,974 877 


0,240 
0,241 
0,242 

0,243 
0,244 
0,245 


0,305516 
0,305 557 
0,305 598 
0,305 639 
0,305 680 
0,305721 


9,960327 
9,959930 
9,959531 
9,959128 
9,958722 
9,958312 


10,150 

1 0,151 
j 0,152 

i 0,153 
0,154 

10,155 


0,302 703 
0,302726 
0,302 749 
0,302 772 
0,302 795 
0,302819 


9,986 127 
9,985 929 
9,985 730 
9,985 529 
9,985 326 
9,985 122 


0,198 

0,199 
0,200 
0,201 
0,202 
0,203 


0,304007 
0,304039 
0,304071 
0,304 103 
0,304 135 
0,304 168 


9,974 589 
9,974300 
9,974008 

9,973714 
9,973418 
9,973 120 


0,246 
0,247 
0,248 

0,249 
0,250 

0,251 


0,305 763 
0,305 805 
0,305 847 
0,305 889 
0,305931 
0,305 973 


9,957 899 
9,957483 
9,957063 

9,956639 
9,956213 
9,955784 


'0,156 

0,157 

[0,158 

0,159 

0,160 
0,161 


0,302 843 
0,302 868 
0,302 892 
0,302916 
0,302 941 
0,302 966 


9,984915 
9,984707 

9,984497 
9,984 285 
9,984072 
9,983 857 


0,204 
0,205 
0,206 
0,207 
0,208 
0,209 


0,304201 

0,304 234 
0,304267 
0,304 300 

0,304334 
0,304368 


9,972819 

9,972515 
9,972210 
9,971902 
9,971592 
9,971279 


0,252 
0,253 
0,254 
0,255 
0,256 

0,257 


0,306016 
0,306059 
0,306 102 
0,306 146 
0,306 190 
0,306 234 


9,955 353 
9,954920 
9,954482 

9,954039 
9.953 593 
9,953 145 
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Die vorstehende Tafel (in welcher die sechste Decimalstelle der Rechnung noch mit 
aufgeführt ist, um die ftinfte mehr zu sichern, und welche, in Folge einer durch Herrn Pro- 
fessor Klinker fu es veranlassten Revision, hier in einem correcteren Abdrucke erscheint, als 
zehnten Bande der Abhandlungen etc.), dient zur Bestimmung der Sehne x vermittelst 



im 



der Lambert 'sehen Gleichung in folgender Weise. Man setze 



k(t'-.t) 



(r'+r) 



i 



= f, 



80 giebt die Tafel logu und es ist 



pc = (r + rVf. 



Die zweite Columne enthält den log-s— i — . 

° Sector 



TAFEL 



für 



Sector 



in der Parabel nach der Gauss 'sehen Reihenentwicklung, Seite 60. 



ß 


1 ^ 

^^g Sector 


P 


•^e Sector 


ß 


^0« Sector 


o,ooo 
o,ooi 

0,002 

0,003 
0,004 
0,005 


0,000 00 
9,999 42 
9,998 84 
9,998 25 

9,997 66 
9,997 07 


0,010 
0,011 
0,012 
0,013 
0,014 
0,015 


9.99405 
9.993 44 
9.992 82 
9,992 20 
9,99158 

9.990 95 


0,020 
0,021 
0,022 
0,023 
0,024 
0,025 


9,987 76 
9,987 II 
9,986 46 
9,98s 80 
9,985 14 
9.98447 


0,006 

0,007 
0,008 
0,009 

0,010 


9^996 47 
9.995 87 
9,995 26 
9,994 66 
9>994 05 


0,016 
0,017 
0,018 
0,019 
0,020 


9,990 32 

9,989 68 
9,989 05 
9,988 40 
9,987 76 


0,026 
0,027 
0,028 
0,029 
0,030 


9,983 80 

9.983 13 
9,98a 45 
9,981 77 
9,981 09 



Auch diese Tafel ist einer nochmaligen Revision unterzogen. Während bei der Reihen- 



entwicklung ß == 



4fc2(^'_/)2 



ist, ist hier (i = 



k^ f^l' _ t)2 



also = C^ und man kann daher 



(r' + r)3 ""» "- ' (r' + r)3 

leicht diese kleine, nach der Reihenentwicklung berechnete Tafel mit der vorangehenden grösseren 
controliren. ^ 
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w» sin z* = sin (z - 


- g). »« 


und q positiv. 1 


5 


log m! 


log m" 


Z 

1, ! / 


2" 


z" 


z"* 








tn' m' 

1 


m' 


m 


m" m! 


m' ! m" j 


i' 


4,2976 


9,9999 


1° 0'' l"20' 


l'>20' 


89''4o' 


89''4o' ! i77''37' 


i8o"55' 


181" 0' 


2 


3>3950 


9,9996 


20 2 40 


2 40 


89 20 


89 20 175 14 


181 51 


182 1 


3 


2,8675 


9,9992 


3 1 4 


4 89 


89 , 172 52 


182 46 


183 


4 


2,4938 


9,9986 


4 ; 5 20 


5 20 88 40 


88 40 i 170 28 


183 42 184 1 


5 


2,2044 


9,9978 


5 ' 6 41 


6 41 88 19 


88 19 .168 5 


184 37 1 185 1 


6 


1,9686 


9,9968 


6 j 8 1 


8 I i 87 59 


87 59 :i65 41 


185 32 186 1 


7 


1,7698 


9,9957 


7 I ' 9 22 


9 22 1 87 38 


87 38 ': 163 18 


186 28 


186 59 1 


8 


1,5981 


9,9943 


8 1 1 10 42 


10 42 i 87 18 


87 18 i 160 52 


187 23 


187 59 1 


9 


1,4473 


9,9928 


9 2 ;I2 3 


12 3 1 86 57 


86 57 , 158 28 


188 18 


188 58 ; 


lO 


1,3130 


9,9911 


10 3 1 13 25 


13 25 86 35 


8635 ,156 3 


189 13 


189 57 i 


II 


1,1922 


9,9892 


11 5 1446 


1446 


86 14 


86 14 1153 37 


190 9 


190 56 


12 


1,0824 


9,9871 


12 7 16 8 


16 8 


85 52 


85 52 ; 151 10 


191 4 


191 54 


13 


0,9821 


9,9848 


13 9 117 31 


17 31 185 29 


85 29 148 43 


191 59 j 192 52 1 


H 


0,8898 


9,9823 


14 12 18 53 


18 53 |85 7 


85 7 146 14 


192 54 1 193 49 1 


15 


0,8045 


9,9796 


15 16 ^ 20 17 


20 17 j 84 43 


84 43 H3 45 


193 49 


19446 


i6 


0,7254 


9,9767 


16 20 ' 21 40 


21 40 , 84 20 


84 20 141 14 


19444 


195 42 


»7 


0,6518 


9,9736 


17 26 23 5 


23 5 


83 55 


83 55 1 138 42 


195 39 


19638 


i8 


0,5830 


9,9702 


18 33 24 30 


2430 


83 30 


83 30 1 136 9 


19633 


197 33 


19 


0,5185 


9,9667 


19 41 i 25 56 


25 56 


83 4 


83 4 i 133 34 


197 28 


198 28 


20 


0,4581 


9,9629 


20 51 ! 27 23 


27 23 


82 37 


82 37 ;i30 58 


198 23 


199 22 


21 


0,4013 


9,9588 


22 2 j 28 50 


28 50 


82 10 


82 10 128 19 


199 17 


200 15 


22 


0,3479 


9,9545 


23 15 j 30 19 


30 19 


81 41 


81 41 125 38 


200 II 


201 8 


23 


0,2976 


9,9499 


2431 ^31 49 


31 49 


81 II 


81 II |l22 55 


201 6 


202 1 


24 


0,2501 


9,9451 


25 49 33 20 


33 20 


80 40 


80 40 ; 120 9 


202 '■ 202 511 


25 


0,2053 


9,9400 


27 10 1 34 53 


34 53 


80 7 


80 7 |ll7 20 


202 54 


203 42 


26 


0,1631 


9,9345 


2835 


36 28 


36 28 


79 32 


79 32 


11427 


203 47 


20432 


27 


0,1232 


9,9287 


30 4 


38 5 


38 5 


78 55 


78 55 


III 30 


20441 


205 32 


28 


0,0857 


9,9226 


31 38 


39 45 


39 45 


78 15 


78 15 


108 27 


205 35 


206 II 


29 


0,0503 


9,9161 


33 18 


4*127 


41 27 


77 33 


77 33 


105 19 


206 28 


207 


30 


0,0170 


9,9092 


35 5 


43 13 


43 "3 ' 76 47 


76 47 ! 102 3 


207 21 


207 48 


31 


9,9857 


9,9019 


37 I 145 4 


45 4 75 56 


75 56 ! 98 37 


208 14 


208 36 


32 


9,9565 


9,8940 


39 9 1 47 I 


47 I 


74 59 


74 59 95 


209 6 


209 24 


33 


9,9292 


9,8856 


41 33 1 49 6 


49 6 


73 54 


73 54 91 6 


209 58 


210 II 


34 


9,9040 


9,8765 


44 21 51 22 


51 22 


72 38 


72 38 86 49 


210 50 


210 58 


35 


9,8808 


9,8665 


47 47 53 58 


53 58 


71 2 


71 2 81 53 


211 41 


211 46 


36 


9,8600 


9,8555 


52 31 57 13 


57 13 


6847 


68 47 75 40 


212 32 


212 33 


9' 


9,8443 


9,8443 


63 26 1 63 26 


63 26 1 63 26 


63 26 ' 63 26 


213 15 


213 15 






3' = 36''52'ii",e 


>4. ein 


1 = 0,6 = h 1 
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Bei dem fUnften Cometen des Jahres 1847 l^i^^ Herr Dr. Gk>uld aus der ersten 
Hypothese die Gleichung ab: 

[9,9^2 1264] sin 2* = 8Jn(«4-32**53'28"5) 

für d' war gefunden: d' = i33°o'3i". 

Man hat also sinj kleiner als ^ und ein Blick auf die Tafel zeigt, dass der (als 
Logarithmus gegebene) Factor in der Klammer zwischen m' und m!' liegt. Es sind folglich hier 
vier reelle Wurzeln vorhanden, von denen drei positiv sind. Hier nähert sich daher si" so sehr 
dem gegebenen 6\ dass dartlber kein Zweifel bestehen kann. Es tritt mithin der Ausnahmefall 
einer doppelten Bahnbestimmung ein, wobei nach der Tafel die beiden möglichen Werthe ftir z 
liegen zwischen SS** 29' bis 105° 59' und zwischen 105*^59' bis 131^7'. Thatsfichlich sind die 
vier Wurzeln: 

z' = 95'^3i'43"5 

z" =117 31 13,1 

z'" = 137 38 16,7 

z^ = 329 5835»$. 

Die zweite Wurzel (117° u. s. w.) lieferte eine Ellipse i^on sehr kurzer Umlaufszeit, 
aber die anderen Beobachtungen zeigten, dass dies nicht die wahre Bahn war. 

Dieser Ausnahmefall kann , wie ein Blick auf die Tafel ausweist, niemals eintreten, 
sobald ö' kleiner ist als 63° 26'. 

Die Wurzel s^ ist nur der Vollständigkeit wegen in die Tafel mit aufgenommen, indem 
die Wurzel 2^, da für dieselbe sinz negativ ausfallt, nie in Frage kommen kann« 
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Fehler- Yerzelclmiss der dentschen Uebersetzimg. 




A. Im Hauptwerke. 


Seite 


Zeile von 
oben 


Zeile yon 
unten 


Ues 


statt 


Bemerkungen 


13 


— 


12 


inehreo 


mehrem 




27 


— 


8 


iflt das Komma hinter dem Worte Rechnung zu tilgen 1 


30 


— 


4 


V 


u 




64 


— 


6 


i(Q'-^) 


i(Q-^) 




97 


18 


— 


9,674 95 n 


6,674.9571 


rechts 


97 


— 


2 


0,473 10 dM 


9,473 10 dJf 




98 


3 


— 


0,029 35 da 


0,029 25 da 




174 


— 


12 


ist das Komma hinter dem Worte werden zu tilgen 1 




B. In der Tafel II bei logy^^. 1 


9 


13 




1557 


1556 


in Spalte 1 


9 


— 


2 


7381 


7380 


y> y> 1 


11 


— 


6 


3304 


3303 


n » 1 


11 


— 


2 


6822 


6821 


» » 1 


12 


13 


■— 


60998 


60997 


» « 2 


13 


13 


— 


40564 


40565 


» » 3 


14 


— 


13 


28026 


28025 


« « 3 


14 


— 


■ 
11 


37091 


37090 


» » 3 


16 


7 




0,2800152 


0,2800151 


» » 1 


16 


— 


18 


09889 


09890 


» « 2 


Anmerkung des Uebersetzers. Die in dieser Tafel Torkommenden Berichtigungen, welche (gleich- 
wie die im Fehler- Verzeichnisse der lateinischen Ausgabe mit einem * bezeichneten Stellen) nnr um eine Einheit 
in der siebenten Decimale dilferiren, sind das Resultat einer mit Anwendung yon zehnslelligen Logarithmen an- 
gestellten Prüfung derjenigen Zweifel, welche sich ergeben hatten, nachdem die sämmtlichen Tafelangaben für 
log yy zunächst durch Bildung der Differenzen untersucht waren. 




C. Im Anhange. 1 


28 
28 


« 




— 4,765 76 

— 4,713 43 


— 4,765 73 

— 4.71346 


beim Argumente 38000 resp. 1 
40000 für log il 1 



r 



y:9. 



